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Program dela
V magistrskem delu obravnavajte interpolacijo danih prostorskih podatkov v obliki
triangulacije s kubi£nimi C1 Clough-Tocherjevimi makro elementi. Opi²ite osnovne
gradnike, Bézierovo obliko polinomov, prostore zlepkov in njihove lastnosti. Osre-
doto£ite se na pogoje gladkosti in problem dimenzije. Rezultate implementirajte v
primernem programskem jeziku in jih predstavite na primerih.
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Povzetek
Digitalna rekonstrukcija objektov se pogosto pojavlja v najrazli£nej²ih inºenirskih
podro£jih, kot so interaktivno skiciranje ploskev, skeniranje 3D objektov in medi-
cinska interpretacija slik. V nalogi predstavimo metodo, ki iz triangulacije v pro-
storu rekonstruira gladek prostorski model povr²ine objekta. Uporabimo lastnosti
trikotnih Bézierovih krp, prostorov zlepkov in makro elementov, kjer ve£ pozorno-
sti posvetimo Clough-Tocherjevemu prostoru makro elementov, saj nam predstavlja
bazo, na kateri sloni algoritem. Prednosti metode so interpolacija ploskev s poljubno
topologijo, preprosta implementacija, gladkost in numeri£na stabilnost. Naloga vse-
buje algoritme in nekaj primerov. Implementacija je narejena v programskem jeziku
Python.
Math. Subj. Class. (2010): 65D07, 65D10, 65D17
Klju£ne besede: triangualcija, polinom, zlepek, interpolacija, makro element
vii

Abstract
Digital object reconstruction often occurs in a wide range of engineering elds, such
as interactive surface sketching, 3D object scanning and medical interpretation of
images. In the paper, we present a method that reconstructs a smooth spatial su-
rface model from a given 3D triangulation. We use the properties of triangular
Bézier patches, spline and macro element spaces, where we pay more attention to
the Clough-Tocher macro element space, as it represents the base of the algorithm.
The advantages of the presented method are complex surface interpolation, simple
implementation, smoothness and numerical stability. The paper also contains algo-
rithms and some examples. The implementation is done in the Python programming
language.
Math. Subj. Class. (2010): 65D07, 65D10, 65D17
Keywords: triangulation, polynomial, spline, interpolation, macro element
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Poglavje 1
Uvod
Skeniranje predmetov v prostoru je ena izmed najsodobnej²ih tehnologij, ki omogo£a
analizo realnih okolij, predmetov, izdelkov, skulptur, teles in ostalih oblik ter prenos
njihove zi£ne oblike v virtualen zapis. Z razvojem laserske tehnologije, tehnolo-
gije hitrih kamer (CCD) in uporabo napredne ra£unalni²ke opreme smo posledi£no
pridobili sisteme za omenjeno prostorsko zajemanje (primer na sliki 1.1). Nekatere
razli£ice lahko zaznavajo tudi barve.
Slika 1.1: Skenirana gurica zajca, zapisana digitalno (triangulacija v prostoru)
in nato izrisana v treh resolucijah [10, 9].
Pristopov za skeniranje je ve£, pove£ini pa je rezultat diskretna mnoºica to£k
v prostoru, oziroma z uporabo triangulacijskih naprav, kot namiguje ime, triangu-
lacija. Tudi v primeru diskretne mnoºice to£k je triangulacija ponavadi najprepro-
stej²a in najlaºje ustvarjena oblika zapisa ploskve v prostoru, ki jo uporabimo v
nadaljnjem procesiranju. Natan£nost in gladkost nastalih objektov je seveda ome-
jena s zikalnimi omejitvami na£ina zajema, £asom zajema, ceno in velikostjo upo-
rabljene naprave. Nastale triangulacije tako ºelimo £im bolj²e interpolirati in iz njih
skonstruirati gladko obliko, ki je najbliºja osnovnemu predmetu.
V nalogi bomo predstavili enega od pristopov k interpoliranju triangulacije.
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Problema se bomo lotili s posplo²itvijo teorije Clough-Tocherjevega prostora makro
elementov, kar nam bo omogo£ilo interpolirati triangulacije v prostoru ter obenem
zagotoviti gladkost nastalega objekta.
Nalogo bomo razdelili na tri dele. V prvem delu si bomo pogledali nekaj po-
trebne teoreti£ne podlage, kot je predstavitev B-oblike polinomov dveh spremenljivk,
baricentri£nih koordinat, Bézierovih krp, makro elementov in triangulacij. Uvodni
del bo zaklju£en z opisom prostora Clough-Tocherjevih makro elementov. V drugem
delu bomo posplo²ili teorijo Clough-Tocherjevega makro elementa v vi²jo dimenzijo.
Kot podlago bomo uporabili geometrijske lastnosti objektov iz prvega dela naloge,
kar nam bo omogo£ilo konstrukcijo metode, ki zadovolji vse potrebne pogoje glad-
kosti ploskve. V zadnjem delu se bomo posvetili ²e prakti£nim implementacijam
predhodno predstavljenih struktur in algoritmov ter pokazali njihovo delovanje na
prakti£nih primerih.
V zaklju£ku bomo komentirali prednosti in slabosti predstavljenega algoritma
in raziskali moºnost uporabe na najrazli£nej²ih podro£jih.
Poglavje 2
Triangulacije
Osnovni objekt, na katerem izvajamo kon£no metodo, je triangulacija. Izbrali smo
ga zaradi pogostosti in obenem preprostosti uporabe, kar olaj²a kompleksnost in
splo²nost implementacije. Kot omenjeno v uvodu, je kon£na metoda posplo²itev
makro elementov iz ravninske triangulacije na prostorsko. V tem razdelku bomo
na kratko predstavili osnovne oznake in lastnosti trikotnikov, triangulacij v ravnini,
triangulacij v prostoru, ter povedali nekaj o njihovih delitvah.
2.1 Trikotniki
Pred denicijo triangulacije potrebujemo nekaj osnovnih oznak in lastnosti trikotni-
kov. Gre za osnovni gradnik triangulacije, ki bo potreben tudi za denicijo posebne
oblike polinomov in krp.
Poljubne tri nekolinearne to£ke enoli£no denirajo trikotnik. Te to£ke ime-
nujemo ogli²£a in jih bomo ozna£evali z v1, v2 in v3. Trikotnik ozna£imo s T =
⟨v1, v2, v3⟩. V nalogi bomo obravnavali dva tipa trikotnikov. V prvem delu bomo
uporabljali trikotnike v ravnini, kjer so ogli²£a denirana v R2 in jih zapi²emo kot
vi = (xi, yi), i ∈ 1, 2, 3. Robovi trikotnika T so trije pari ogli²£, ki jih ozna£imo z
e1 = ⟨v2, v3⟩, e2 = ⟨v3, v1⟩ in e3 = ⟨v1, v2⟩. Notranje kote trikotnika, torej kote med
sosednjima robovoma, pa ozna£imo z α, β in γ. Primer trikotnika z vsemi oznakami
si lahko pogledamo na sliki 2.1.
V nadaljevanju bomo potrebovali ²e formulo za izra£un plo²£ine trikotnika T .
Ker pove£ini predvidevamo, da so uporabljeni trikotniki podani s koordinatami
ogli²£, bomo za ra£unanje plo²£ine trikotnika uporabljali determinanto. V R2 je
3
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Slika 2.1: Trikotnik z vsemi oznakami.
ena£ba za izra£un enaka
AT =
1
2
det(M),
kjer je
M =
⎡⎢⎢⎣
1 1 1
x1 x2 x3
y1 y2 y3
⎤⎥⎥⎦ .
Vemo, da so determinante predzna£ene, a v primeru, da podamo ogli²£a v pozitivni
smeri, bo tudi plo²£ina pozitivna.
V drugem delu, kjer bomo posplo²ili teorijo iz ravnine v prostor, bomo po-
trebovali trikotnike v prostoru, kjer so ogli²£a denirana v R3 in jih zapi²emo kot
vi = (xi, yi, zi), i ∈ 1, 2, 3.
V R3 je ena£ba za izra£un plo²£ine nekoliko bolj kompleksna. Gre za Pitago-
rejsko vsoto projekcij trikotnika na tri glavne ravnine (x = 0, y = 0 in z = 0), kar
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zapi²emo kot
AT =
1
2
√
P 2x=0 + P
2
y=0 + P
2
z=0
=
1
2
√
⎛⎜⎜⎝det
⎡⎢⎢⎣
1 1 1
x1 x2 x3
y1 y2 y3
⎤⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎠
2
+
⎛⎜⎜⎝det
⎡⎢⎢⎣
1 1 1
y1 y2 y3
z1 z2 z3
⎤⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎠
2
+
⎛⎜⎜⎝det
⎡⎢⎢⎣
1 1 1
z1 z2 z3
x1 x2 x3
⎤⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎠
2
,
kjer s Pr ozna£imo plo²£ino trikotnika, ki ga dobimo, ko projiciramo prvotni trikotnik
na ravnino r. Zaradi kvadratov v ena£bi je rezultat vedno pozitivno predzna£en.
Potrebovali bomo tudi normalo NT trikotnika T v prostoru. Izra£unamo jo z
uporabo vektorskega produkta dveh stranic, kot vidimo na sliki 2.2. Primer izra£una
Slika 2.2: Izra£un normale trikotnika z uporabo stranic e2 in e3.
za stranici e2 in e3 je
NT = (N
x
T , N
y
T , N
z
T )
= (v2 − v1)× (v3 − v1),
kjer je
NxT = (y2 − y1)(z3 − z1)− (z2 − z1)(y3 − y1),
NyT = (z2 − z1)(x3 − x1)− (x2 − x1)(z3 − z1),
N zT = (x2 − x1)(y3 − y1)− (y2 − y1)(x3 − x1).
Podobno velja za ostala dva primera izbire stranic.
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2.2 Ravninske triangulacije
Preden se lahko lotimo trikotnih Bézierovih krp in zlepkov polinomov dveh spremen-
ljivk v B-obliki, bomo opredelili tudi zlepek trikotnikov ali triangulacijo. Pogledali
si bomo nekaj osnovnih denicij in lastnosti, kjer se bomo zaenkrat omejili na tri-
angulacije v ravnini.
Denicija 2.2.1. Mnoºici △ = {T1, . . . , TN} trikotnikov pravimo triangulacija
objekta Ω =
⋃N
i=1 Ti, pod pogojem, da za vsak par trikotnikov z nepraznim presekom
iz △ velja, da je ta presek lahko le skupno vozli²£e ali pa skupni rob.
Vidimo, da je podana denicija precej splo²na in dovoli zelo nestandardne tri-
angulacije (primere triangulacij vidimo na sliki 2.3). Na primer, dva trikotnika brez
Slika 2.3: Primeri razli£nih triangulacij.
skupnega prese£i²£a ali s samo enim skupnim ogli²£em sta triangulacija. V ve-
£ini primerov na²a kon£na metoda ne bo potrebovala dodatnih omejitev na vhodne
podatke, saj je eden od ciljev tudi splo²nost uporabe. Seveda pa, ko govorimo o in-
terpolaciji triangulacij z gladkimi ploskvami, ponavadi ne uporabljamo triangulacij
s samostojnimi trikotniki ali z veliko luknjami. V ve£ini primerov gre za zvezno tri-
angulacijo objekta, sama lastnost, da nam luknje in neodvisni trikotniki ne ustavijo
algoritma, pa je zelo pozitivna.
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Denicija 2.2.2. Ogli²£a trikotnikov v △ imenujemo vozli²£a triangulacije △.
e je vozli²£e v robna to£ka Ω, potem ga imenujemo zunanje vozli²£e, v naspro-
tnem primeru je to notranje vozli²£e. Podobno imenujemo vse robove trikotnikov
iz △ povezave triangulacije. e je povezava e na robu Ω, jo imenujemo zunanja
povezava ali rob, sicer je to notranja povezava. Notranja in zunanja vozli²£a
triangulacije△ bomo ozna£ili z VI in VB. Podobno bomo z εI in εB ozna£ili notranje
in zunanje povezave triangulacije.
Poleg tega bomo ponavadi z V ozna£ili mnoºico vseh vozli²£ triangulacije △
in z ε mnoºico vseh povezav triangulacije △. Z oznakami V , E in T pa ozna£imo
²tevila vozli²£, povezav in trikotnikov v △. Velja V = |V|, E = |ε| in T = |△|.
Poleg triangulacije △ bomo potrebovali tudi posebno obliko pod-triangulacije
(podmnoºica △), imenovano zvezda.
Denicija 2.2.3. Naj bo v vozli²£e v triangulaciji △. Zvezda vozli²£a v, kar
zapi²emo s star1(v), je mnoºica vseh trikotnikov v △, ki imajo v za enega od ogli²£.
Nato lahko induktivno deniramo stari(v) kot mnoºico vseh trikotnikov v △, ki
imajo neni£elni presek z vsaj enim od trikotnikov iz stari−1(v). To lahko zapi²emo
s star0(T ) = T in stari(T ) =
⋃
{star(v) : v ∈ stari−1(T ) za vse i ≥ 1}.
Nekaj primerov zvezd vidimo na sliki 2.4. Po deniciji so v zvezdi le trikotniki,
velikokrat pa bomo oznako zvezde uporabili tudi za mnoºico njihovih pripadajo£ih
vozli²£.
2.2.1 Regularne triangulacije
Kljub temu, da za ve£ino algoritmov in izrekov zadostuje zgornja denicija, bomo
za dolo£ene dele potrebovali nekoliko bolj strukturirane triangulacije.
Denicija 2.2.4. Za triangulacijo △ pravimo, da je olu²£ljiva, £e je sestavljena
iz enega trikotnika ali pa jo lahko dobimo iz olu²£ljive triangulacije △′ tako, da ji
dodamo trikotnik T , za katerega velja, da je presek trikotnika T in △′ sestavljen iz
ene ali dveh povezav.
Vidimo, da z dodatnim pogojem olu²£ljivosti izgubimo veliko moºnosti kon-
strukcije triangulacije. Trikotnika, ki se dotikata le v skupnem ogli²£u, nista primer
olu²£ljive triangulacije.
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Slika 2.4: Primeri zvezd v triangulaciji. Temno obarvani trikotniki so elementi
star1(v). Temno obarvani in malo svetlej²i so v star2(v). Vsi pobarvani trikotniki v
star3(v). Vsi trikotniki pa v star4(v).
Denicija 2.2.5. Triangulacija △ je regularna, £e velja ena od naslednjih trditev:
• △ je olu²£ljiva,
• △ lahko dobimo iz olu²£ljive triangulacije △′, tako, da izreºemo eno ali ve£
olu²£ljivih podtriangulacij triangulacije △′.
2.3 Triangulacije v prostoru
Triangulacije v prostoru bomo obravnavali kot posplo²itev ravninskih. Ohranimo
torej vse denicije in oznake, ki smo jih denirali v razdelku 2.2, le da so vozli²£a in
posledi£no tudi trikotniki denirani v prostoru.
Z dodatno dimenzijo se kompleksnost precej pove£a. To je ²e posebno po-
membno pri moºnih topologijah trianguliranih objektov.
Glavni dodatni pogoj, ki je potreben za vse vhodne triangulacije, je ²tevilo
trikotnikov, ki vsebujejo neko povezavo e triangulacije △. e je to ²tevilo ≥ 3,
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interpolacija ni moºna, saj ne gre ve£ za povr²ino objekta. Primer neveljavne trian-
gulacije v prostoru vidimo na sliki 2.5.
Slika 2.5: Primer neveljavne triangulacije v prostoru. Z rde£o je ozna£ena pove-
zava, ki je ne moremo uporabiti v interpolaciji.
2.3.1 Implementacija
Triangulacija je objekt, na katerem izvajamo kon£no metodo. Njegova implemen-
tacija mora odgovoriti na vsa vpra²anja o strukturi, ki jih bomo zastavili tekom
algoritma.
Izbrati je potrebno primerno podatkovno strukturo, saj v praksi ponavadi de-
lamo z velikimi triangulacijami, ki vsebujejo na deset tiso£e trikotnikov. Prvi korak
je seveda seznam vozli²£ vi = {xi, yi, zi}, i = 1, . . . , V . Gre za 3V realnih ²tevil xi,
yi in zi, ki jih zapi²emo s tabelo dimenzije 3× V . Sedaj moramo opisati ²e, kako so
vozli²£a v triangulaciji povezana. To storimo z naslednjima dvema strukturama:
• Seznam trikotnikov. Trikotnik v triangulaciji lahko opi²emo s trojico
(αi, βi, γi) naravnih ²tevil, ki predstavljajo indekse vozli²£ v i-tem trikotniku
Ti = {vαi , vβi , vγi}. Strukturo realiziramo s tabelo dimenzije 3× T , ki vsebuje
3T naravnih ²tevil.
• Seznam povezav. Podobno kot trikotnike, lahko povezave opi²emo s parom
(αi, βi) naravnih ²tevil, ki predstavljata indekse vozli²£ v i-ti povezavi
10 POGLAVJE 2. TRIANGULACIJE
ei = {vαi , vβi}. Strukturo realiziramo s tabelo dimenzije 2×E, ki vsebuje 2E
naravnih ²tevil.
Poleg osnovnih struktur triangulacije bomo potrebovali tudi relacije/povezave
med njimi. To bomo storili z naslednjimi strukturami:
• Seznam trikotnikov vozli²£a. Za vsako vozli²£e vi shranimo seznam triko-
tnikov, ki ga vsebujejo. Strukturo realiziramo s seznamom, kjer se na i-tem
mestu v seznamu nahaja seznam indeksov vseh trikotnikov, ki vsebujejo vi.
• Seznam povezav vozli²£a. Enako kot pri trikotnikih, za vsako vozli²£e vi
shranimo seznam povezav, ki ga vsebujejo. Strukturo realiziramo s seznamom,
kjer se na i-tem mestu v seznamu nahaja seznam indeksov vseh povezav, ki
vsebujejo vi.
• Seznam trikotnikov povezave. Za vsako povezavo ei shranimo seznam
trikotnikov, ki jo vsebujejo. Strukturo realiziramo s seznamom, kjer se na i-
tem mestu v seznamu nahaja seznam indeksov vseh trikotnikov, ki vsebujejo
ei. Po na²ih predpostavkah sta to lahko le en sam ali pa dva trikotnika.
• Seznam povezav trikotnika. Obratno, kot v zgornjem primeru, za vsak
trikotnik Ti shranimo seznam povezav, ki jih vsebuje. Strukturo realiziramo s
seznamom, kjer se na i-tem mestu v seznamu nahaja trojica indeksov povezav,
ki so v Ti.
Z deniranimi strukturami bomo lahko brez teºav delali lokalno, na vsakem
trikotniku posebej, neodvisno od celotne strukture, in obenem u£inkovito pridobili
vse sosednje objekte, ki jih potrebujemo za zagotavljanje gladkosti. Primer opisa-
nih struktur za vzor£no triangulacijo, prikazano na sliki 2.6, si lahko pogledate v
tabelah 2.1.
2.4 Razdelitve
Naj bosta △ in △R triangulaciji mnoºice to£k Ω.
Denicija 2.4.1. Pravimo, da je △R razdelitev triangulacije △, £e velja:
1. vsako vozli²£e △ je vozli²£e v △R,
2. vsak trikotnik t ∈ △R je vsebovan v nekem trikotniku T ∈ △.
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Slika 2.6: Vzor£na triangulacija v prostoru.
e je △R razdelitev triangulacije △, potem imenujemo △ tudi groba trian-
gulacija in △R na triangulacija. Obstaja mnogo na£inov, kako lahko razdelimo
triangulacijo v nej²o. V praksi izvajamo to razdelitev na vsakem trikotniku grobe
triangulacije. Predstavili bomo enega od na£inov, ki ga bomo uporabili v kon£ni
metodi interpolacije.
2.4.1 Clough-Tocherjeva razdelitev
Za kon£no metodo potrebujemo poseben primer razdelitve trikotnika, predvsem za-
radi zadovoljevanja pogojev gladkosti.
Denicija 2.4.2. Naj bo T = ⟨v1, v2, v3⟩ trikotnik in vT = (v1 + v2 + v3)/3 teºi²£e
trikotnika T . e poveºemo vT z vsakim od vozli²£ trikotnika, dobimo tri nove
trikotnike. Temu pravimo Clough-Tocherjeva razdelitev TCT trikotnika T . Ko
uporabimo ta postopek na vsakem trikotniku triangulacije △, imenujemo rezultat
Clough-Tocherjeva razdelitev △CT triangulacije △.
Na sliki 2.7 vidimo primer razdelitve na obstoje£i triangulaciji.
Omenimo lahko ²e, da opisana razdelitev ohranja razmerja kotov trikotnikov v
grobi triangulaciji. Najmanj²i kot trikotnika, ki ga dobimo pri omenjeni razdelitvi,
lahko omejimo z najmanj²im kotom trikotnika grobe triangulacije, v katerem je
vsebovan (ve£ si lahko preberete v knjigi [5]). S tem minimiziramo moºnost izgradnje
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Vozli²£a:
i xi yi zi trikotniki povezave
1 −2.0 −1.0 1.5 1, 2 2, 3, 5
2 −2.0 −2.0 0.0 1, 3 1, 3, 4
3 0.0 −1.0 0.0 1, 2, 3, 4 1, 2, 6, 7
4 0.0 −3.0 0.0 3, 4, 5 4, 7, 8, 10
5 3.0 1.0 1.0 2, 4, 5 5, 6, 8, 9
6 3.0 −2.0 1.0 5 9, 10
Trikotniki:
i αi βi γi povezave
1 1 2 3 1, 2, 3
2 1 3 5 2, 5, 6
3 2 4 3 1, 4, 7
4 3 4 5 6, 7, 8
5 4 6 5 8, 9, 10
Povezave:
i αi βi trikotniki
1 2 3 1, 3
2 1 3 1, 2
3 1 2 1
4 2 4 3
5 1 5 2
6 3 5 2, 4
7 3 4 3, 4
8 4 5 4, 5
9 5 6 5
10 4 6 5
Tabela 2.1: Primer struktur triangulacije. Strukture so narejene za vzor£no trian-
gulacijo na sliki 2.6.
neugodnih (trikotnikov z zelo majhnim notranjim kotom, ki nam v praksi lahko
povzro£i nestabilne izra£une) ali celo izrojenih trikotnikov.
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Slika 2.7: Na desni vidimo Clough-Tocherjevo razbitje leve triangulacije.

Poglavje 3
Trikotne Bézierove krpe
Bézierove strukture (krivulje, ploskve, trikotne krpe, ...) pogosto uporabljamo pri
modeliranju in risanju tridimenzionalnih objektov v ra£unalni²ki graki. Omogo£ajo
nam preprost zapis, priro£ne kontrolne strukture/to£ke, stabilno ra£unanje (izra£un
to£ke, razrezi, ...), preprosto implementacijo metod in imajo intuitivne geometrijske
lastnosti, ki nam olaj²ajo uporabo.
V predstavljeni metodi uporabljamo trikotne Bézierove krpe kot osnovni gra-
dnik kon£ne gladke ploskve. Strukturo smo izbrali zaradi zgoraj omenjenih lastnosti
in preproste ter intuitivne izgradnje zlepka krp nad triangulacijo, kjer lahko upo-
rabimo vhodne trikotnike triangulacije kot bazo za ra£unanje. Ve£ o tem si bomo
pogledali kasneje.
V tem razdelku si bomo pogledali teorijo, ki jo potrebujemo za razumevanje in
izgradnjo trikotne krpe. Za£nemo z osnovami polinomov dveh spremenljivk, ki jih
nato zapi²emo v posebni obliki, ki bazira na uporabi baricentri£nih koordinat. Opre-
mljeni s strukturo bomo posvetili nekaj razdelkov tudi odvodom krpe, ki jih bomo
kasneje potrebovali pri interpolaciji, predvsem za zadovoljevanje pogojev gladkosti.
Zaklju£imo s pregledom pogojev za gladek stik sosednjih trikotnih krp.
3.1 Polinomi dveh spremenljivk
Preden se lotimo polinomov, vpeljimo ²e priro£no oznako odvoda funkcije. Za nek
α ∈ N bomo z Dαxf(x) ozna£ili α-ti odvod funkcije f(x) po parametru x. Na primer,
za funkcijo
f(x) = x3
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velja
D2xf(x) = 6x.
Polinom dveh spremenljivk zapi²emo kot funkcijo oblike
p(x, y) =
∑
0≤i+j≤d
cijx
iyj, (3.1.1)
kjer so cij realna ²tevila, d pa nenegativno celo ²tevilo, ki ga imenujemo stopnja
polinoma. V nadaljevanju ozna£imo s Pd prostor vseh polinomov dveh spremenljivk
stopnje ≤ d.
Parcialni odvod polinoma p v Pd je element v Pd−α−β, kjer je α ²tevilo odvajanj
po x in β ²tevilo odvajanj po y. Bolj natan£no lahko zapi²emo
DαxD
β
y p(x, y) =
∑
0≤i+j≤d−α−β
(i+ α)!
i!
(j + β)!
j
ci+α,j+βx
iyj. (3.1.2)
S tem lahko pokaºemo, da monomi
{xiyj}0≤i+j≤d = {1, x, y, x2, xy, y2, . . . , xd, xd−1y, . . . , xyd−1, yd} (3.1.3)
tvorijo bazo Pd.
Dokaz. e nastavimo ena£bo polinoma
p(x, y) =
∑
0≤i+j≤d
cijx
iyj = 0
za vsak (x, y) ∈ R2, iz tega sledi, da je DαxDβy p(x, y) = α!β!cαβ = 0. Pokazali smo,
da, £e je polinom enak 0, sledi, da so vsi njegovi koecienti cij enaki ni£. Torej so
monomi linearno neodvisni.
Iz (3.1.3) vidimo, da je dimenzija prostora Pd enaka
(
d+2
2
)
.
Dokaz. Preprosto bomo pre²teli vse monome polinomov v Pd. Najprej jih leksiko-
grafsko razporedimo
1, x, y, x2, xy, y2, . . . , xd, xd−1y, . . . , xyd−1, yd (3.1.4)
in zdruºimo vse £lene enake stopnje v mnoºice
{1}, {x, y}, {x2, xy, y2}, . . . , {xd, xd−1y, . . . , xyd−1, yd}.
S se²tevkom mo£i teh mnoºic dobimo 1 + 2 + 3 + · · ·+ (d+ 1) =
(
d+2
2
)
.
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3.2 Interpolacija s polinomi dveh spremenljivk
Kasneje bomo veliko pozornosti posvetili interpolaciji s polinomi dveh spremenljivk,
zato si bomo v tem razdelku pogledali nekaj uporabnih lastnosti.
Pri interpolaciji s polinomom ene spremenljivke stopnje d potrebujemo d + 1
to£k (²tevilo monomov v polinomu). Pri interpolaciji s polinomom dveh spremenljivk
stopnje d torej potrebujemo
(
d+2
2
)
to£k, a veljajo ²e dodatni pogoji medsebojne lege.
Naj bo {gi}ni=1 mnoºica leksikografsko urejenih monomov (3.1.4) in {zj}nj=1
realne vrednosti pri n podanih to£kah A = {tj}nj=1 = {(xj, yj)}nj=1 v R2. elimo
re²iti interpolacijski problem
p(ti) = zi, i = 1, . . . , n,
tako, da poi²£emo pripadajo£e koeciente {cj}nj=1, za katere velja
n∑
j=1
cjgj(ti) = zi, i = 1, . . . , n.
To lahko zapi²emo z ena£bo
Mc = z,
kjer je c = {c1, . . . , cn}T vektor vseh koecientov in z = {z1, . . . , zn}T vektor vre-
dnosti podanih to£k. Ta sistem bomo lahko enoli£no re²ili pod pogojem, da matrika
M = [gj(ti)]
n
i,j=1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 x1 y1 . . . y
d
1
1 x2 y2 . . . y
d
2
...
...
... . . .
...
1 xn yn . . . y
d
n
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ni singularna.
Pogledali si bomo ²e izrek, ki nam bo omogo£il zapis polinoma s pripadajo£imi
to£kami, ki nam vedno enoli£no denirajo ºeljen polinom.
Izrek 3.2.1. Za neko ²tevilo d deniramo n =
(
d+2
2
)
. Naj bo
A = {ti}ni=1 =
d+1⋃
i=1
{tij}ij=1
mnoºica n razli£nih to£k v R2, za katero obstaja mnoºica razli£nih premic {Li}d+1i=1 ,
da za vsak i = 1, . . . , d+1 to£ke {tij}ij=1 leºijo na Li, ne pa na Li+1 ∪ · · · ∪Ld+1. V
tem primeru lahko polinom p ∈ Pd enoli£no interpoliramo v to£kah iz A.
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Dokaz. Dokaza se bomo lotili z indukcijo po d. Za d = 0 je dokaz preprost, matrika
M je nesingularna.
Predpostavimo, da izrek velja za d− 1. Naj bo c = (c1, . . . , cn) re²itev sistema
Mc = 0. e pokaºemo, da mora biti c v tem sistemu obvezno enak ni£, smo pokazali
tudi, da je M nesingularna. To je ekvivalentno dokazu, da £e za p ∈ Pd velja
p(ti) = 0, i = 1, . . . , n, (3.2.1)
potem je polinom p identi£no enak ni£. Za i = 1, . . . , d + 1, premico Li zapi²emo z
aix+ biy = ci.
Predpostavimo sedaj, da p zado²£a (3.2.1). e zoºimo p na premico Ld+1, nam
to denira polinom ene spremenljivke stopnje d + i. Izrek nam zagotavlja, da je
dobljeni polinom enak ni£ v vsaj d+1 to£kah, kar pomeni, da je identi£no enak ni£.
S tem je polinom p prav tako enak ni£ na premici Ld+1, kar pomeni, da ga lahko
zapi²emo kot
p(x, y) = (ad+1x+ bd+1y − cd+1)q(x, y),
kjer je q(x, y) polinom stopnje d−1. Iz predpostavk v izreku vemo, da nobena izmed
ostalih to£k iz A ne leºi na premici Ld+1, torej je polinom q enak ni£ v vseh ostalih
to£kah ali
q(tij) = 0, tij ∈ A \ {td+1,j}d+1j=1.
Po induktivni predpostavki je q identi£no enak ni£, kar pomeni, da je p identi£no
enak ni£.
Pogledali si bomo ²e poseben primer izreka, ki ga bomo potrebovali kasneje, ko
se bomo ukvarjali z interpolacijo polinoma v trikotniku.
Izrek 3.2.2. Naj bo T trikotnik z ogli²£i v1, v2, v3 in naj bodo v njem to£ke
ξijk =
(iv1 + jv2 + kv3)
d
, i+ j + k = d.
Mnoºico
(
d+2
2
)
to£k A = {ξijk}i+j+k=d lahko enoli£no interpoliramo s polinomom
p ∈ Pd .
Gra£no razporeditev to£k v trikotniku si lahko pogledamo na sliki 3.1.
3.3 Baricentri£ne koordinate
V tem razdelku bomo pogledali baricentri£ne koordinate, ki nam bodo omogo£ile
denicijo in delo s polinomi na trikotnikih. Z njimi bomo lahko uporabili vhodne
trikotnike triangulacije kot bazo polinomov in krp, ki jih bo potrebno konstruirati.
3.3. BARICENTRINE KOORDINATE 19
Slika 3.1: Razporeditev to£k v trikotniku, ki nam omogo£ajo enoli£no interpolacijo
s polinomom. Na sliki je prikazan primer za d = 3.
Naj bo T neizrojen (plo²£ino ima ve£jo od ni£) trikotnik v ravnini in
vi = (xi, yi), i ∈ {1, 2, 3}
njegova pripadajo£a ogli²£a. Kot vidimo iz dimenzije ogli²£, govorimo o trikotniku
v R2 in iz pogoja neizrojenosti trikotnika sledi, da so njegova ogli²£a nekolinearna.
Trikotnik bomo zaradi laºjega zapisa velikokrat pisali kot T = ⟨v1, v2, v3⟩. Prav tako
bomo od tega trenutka naprej predpostavili pozitivno orientacijo vseh uporabljenih
trikotnikov.
Lema 3.3.1. Vsako to£ko v = (x, y) lahko enoli£no zapi²emo v obliki
v = b1v1 + b2v2 + b3v3, (3.3.1)
kjer velja
1 = b1 + b2 + b3.
Dokaz. Pokazati moramo, da za vsak v vedno obstajajo ²tevila b1, b2, b3, ki zadostijo
zgornjima ena£bama. Ena£bi lahko prepi²emo v matri£no obliko in dobimo⎡⎢⎢⎣
1 1 1
x1 x2 x3
y1 y2 y3
⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣
b1
b2
b3
⎤⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎣
1
x
y
⎤⎥⎥⎦ . (3.3.2)
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Prvo matriko v ena£bi ozna£imo z A. Matriko A, kjer smo i-ti stolpec zamenjali z
vektorjem [1, x, y]T , pa bomo ozna£ili z Ai.
Vemo, da lahko plo²£ino trikotnika izra£unamo z uporabo determinante in koor-
dinat ogli²£ (opisano v razdelku 2.1). e uporabimo denicijo matrike A, je ena£ba
za izra£un plo²£ine trikotnika T enaka
AT =
1
2
det(A).
V primeru, da je trikotnik T neizrojen in ima ogli²£a ozna£ena v pozitivni smeri,
je AT pozitivna. Ker smo tako denirali vse uporabljene trikotnike, lahko predpo-
stavimo, da je sistem ena£b (3.3.2) nesingularen. V tem primeru lahko uporabimo
Cramerjevo pravilo in izra£unamo baricentri£ne koordinate z
bi =
det(Ai)
det(A)
, i ∈ {1, 2, 3}. (3.3.3)
Vidimo, da pod na²imi predpostavkami vedno obstaja zapis to£ke v z enoli£no do-
lo£enimi baricentri£nimi koordinatami.
Denicija 3.3.2. Uporabimo oznake denirane v lemi 3.3.1. tevila b1, b2, b3 ime-
nujemo baricentri£ne koordinate to£ke v glede na trikotnik T .
Baricentri£ne koordinate lahko interpretiramo tudi geometrijsko. Za neko to£ko
v ∈ T , naj bodo T1 = ⟨v, v2, v3⟩, T2 = ⟨v, v3, v1⟩ in T3 = ⟨v, v1, v2⟩ trikotniki, ki na-
stanejo, £e poveºemo v z ostalimi ogli²£i T (glej sliko 3.2). Baricentri£ne koordinate
to£ke v glede na T potem lahko zapi²emo kot
bi =
ATi
AT
, i ∈ {1, 2, 3}.
Z razpisom izraza za ATi dobimo
b1 =
(x2y3 − x3y2)− x(y3 − y2) + y(x3 − x2)
2AT
,
b2 =
(x3y1 − x1y3)− x(y1 − y3) + y(x1 − x3)
2AT
,
b3 =
(x1y2 − x2y1)− x(y2 − y1) + y(x2 − x1)
2AT
.
Vidimo, da so ena£be za izra£un baricentri£nih koordinat linearni polinomi v x
in y. Z vnosom x = a(x3 − x2) in y = a(y3 − y2) v ena£bo b1(x, y) vidimo, da je b1
enaka ni£ za vsak a ∈ R. To nam predstavlja ravno premico, ki poteka med v2 in
v3. Simetri£no lahko pokaºemo, da je b2 enaka ni£ na premici skozi v1 in v3 ter b3
enaka ni£ na premici skozi v1 in v2.
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Slika 3.2: Razbitje trikotnika T s to£ko v, kjer so T1 = ⟨v, v2, v3⟩, T2 = ⟨v, v3, v1⟩
in T3 = ⟨v, v1, v2⟩ novonastali trikotniki.
Velja, da je bi linearni polinom, ki je enak ni£ na premici, ki poteka skozi ogli²£i
nasproti vi. Torej je vsak bi predzna£en pozitivno na eni strani premice, enak ni£ na
premici in negativno predzna£en na drugi strani. Iz ena£be (3.3.3) lahko sklepamo,
da so baricentri£ne koordinate znotraj trikotnika pozitivne, kar nam pove tudi stran
premice, kjer je neka baricentri£na koordinata pozitivno predzna£ena.
Premice nam razdelijo domeno R2 na ²est delov, kjer lahko iz predzna£enosti
vsake od koordinat ugotovimo, v katerem podro£ju se nahaja zapisana to£ka. Regije
so predstavljene na sliki 3.3.
3.4 Bernsteinova baza
Bernsteinovi bazni polinomi nam omogo£ajo alternativen zapis polinoma, ki ima lepe
geometrijske in numeri£ne lastnosti. V tem razdelku bomo predstavili njihovo de-
nicijo in nekaj pomembnih lastnosti, ki jih bomo kasneje potrebovali za konstrukcijo
trikotne krpe.
Denicija 3.4.1. Ozna£imo s T nek ksen, neizrojen trikotnik. Za vsako to£ko
v = (x, y) ∈ R2, naj bodo b1, b2, b3 njene baricentri£ne koordinate glede na T .
Bernsteinov bazni polinom stopnje d glede na trikotnik T deniramo z
Bdijk(v) =
d!
i!j!k!
bi1b
j
2b
k
3, (3.4.1)
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Slika 3.3: Predzna£enost baricentri£nih koordinat glede na bazni trikotnik. Trojice
plusov in minusov nam povedo predznak vsake od baricentri£nih koordinat b1b2b3.
kjer velja
i+ j + k = d.
V prej²njem razdelku smo pokazali, da je vsak bi linearen polinom v x in y.
Iz tega sledi, da je Bdijk(x, y) res polinom stopnje manj²e ali enake d. Mnoºico
{Bdijk}i+j+k=d imenujemo Bernsteinova baza polinomov stopnje d.
Zaradi kasnej²e uporabe rekurzivnih algoritmov bomo denirali, da so inde-
ksi i, j, k lahko tudi negativni. V primeru, da je eden od indeksov Bernsteinovega
polinoma negativen, velja, da je polinom enak ni£.
Prvo lastnost Bernsteinovih baznih polinomov lahko preprosto izpeljemo iz de-
nicije in sicer z uporabo
∑
i+j+k=d
Bdijk =
∑
i+j+k=d
d!
i!j!k!
bi1b
j
2b
k
3 = (b1 + b2 + b3)
d = 1 (3.4.2)
vidimo, da polinomi tvorijo particijo enote za vse v ∈ R2. e se omejimo na v
znotraj trikotnika T , vemo, da so vse baricentri£ne koordinate b1, b2, b3 pozitivne,
kar pomeni, da velja
0 ≤ Bdijk(v) ≤ 1, v ∈ T. (3.4.3)
Iz denicije lahko izpeljemo rekurzivno zvezo med polinomi stopnje d in d− 1.
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Izpeljava je naslednja:
Bdijk(v) =
d!
i!j!k!
bi1b
j
2b
k
3 (3.4.4)
= (i+ j + k)
(d− 1)!
i!j!k!
bi1b
j
2b
k
3
=
(d− 1!)
(i− 1)!j!k!
bi1b
j
2b
k
3 +
(d− 1)!
i!(j − 1)!k!
bi1b
j
2b
k
3 +
(d− 1)!
i!j!(k − 1)!
bi1b
j
2b
k
3
= b1B
d−1
i−1,j,k(v) + b2B
d−1
i,j−1,k(v) + b3B
d−1
i,j,k−1(v).
Sedaj bomo pokazali, da Bernsteinovi polinomi res tvorijo bazo za Pd.
Izrek 3.4.2. Mnoºica Bernsteinovih baznih polinomov
Bd = {Bdijk}i+j+k=d (3.4.5)
tvori bazo prostora Pd.
Dokaz. Vemo, da je ²tevilo Bernsteinovih baznih polinomov v Bd enako dimenziji Pd,
kar je
(
d+2
2
)
. Iz tega sledi, da £e pokaºemo, da lahko vsak monom iz ena£be (3.1.4)
zapi²emo kot linearno kombinacijo Bernsteinovih baznih polinomov, nam je uspelo
dokazati zgornji izrek.
Iz lastnosti, da Bernsteinovi polinomi tvorijo particijo enote, vemo, da lahko
monom 1 zapi²emo kot linearno kombinacijo. Ena£bo (3.3.1) bomo sedaj razpisali
po komponentah, da dobimo[
x
y
]
= b1
[
x1
y1
]
+ b2
[
x2
y2
]
+ b3
[
x3
y3
]
.
Osredoto£ili se bomo le na spremenljivko x in s pomo£jo ena£be (3.4.2) v dimenziji
d− 1 izpeljali
x = b1x1 + b2x2 + b3x3
= (b1x1 + b2x2 + b3x3)
( ∑
i+j+k=d−1
Bd−1ijk
)
=
∑
i+j+k=d−1
(b1x1B
d−1
ijk + b2x2B
d−1
ijk + b3x3B
d−1
ijk )
=
∑
i+j+k=d
1
d
(ix1B
d
i+1,j,k + jx2B
d
i,j+1,k + kx3B
d
i,j,k+1)
=
∑
i+j+k=d
1
d
(ix1 + jx2 + kx3)B
d
ijk,
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kar pomeni, da nam je uspelo z Bernsteinovimi polinomi zapisati monom x.
Analogno lahko pokaºemo, da je y v relaciji
y =
∑
i+j+k=d
1
d
(iy1 + jy2 + ky3)B
d
ijk.
Sedaj, ko smo dokazali, da sta x in y elementa linearne ogrinja£e Lin(Bd), bomo
nadaljevali z indukcijo. e predpostavimo, da trditev velja za polinome stopnje d−1,
potem lahko monom xm−1yn, kjer je m+ n ≤ d, zapi²emo z
xm−1yn =
∑
i+j+k=d−1
cijkB
d−1
ijk
za neke koeciente cijk. Iz tega izra£unamo monom xmyn, kjer je m + n ≤ d z
enakostjo
xmyn = x
∑
i+j+k=d−1
cijkB
d−1
ijk
= (b1x1 + b2x2 + b3x3)
∑
i+j+k=d−1
cijkB
d−1
ijk .
Z mnoºenjem vsote po razpisanem x in izpostavljanjem Bdijk dobimo
xmyn =
∑
i+j+k=d
dijkB
d
ijk
za neke koeciente dijk. Podobno indukcijo lahko naredimo tudi za spremenljivko
y, kar pomeni, da lahko z Bernsteinovimi polinomi izrazimo vsakega od monomov v
ena£bi (3.1.4).
3.5 B-oblika
Po seznanitvi z Bernsteinovimi polinomi v prej²njem razdelku, bomo le-te sedaj
uporabili za denicijo nove oblike zapisa polinoma, B-oblike.
Dokazali smo, da lahko pri poljubnem trikotniku T , vsak polinom p stopnje d
enoli£no zapi²emo kot
p =
∑
i+j+k=d
cijkB
d
ijk, (3.5.1)
kjer so Bdijk Bernsteinovi bazni polinomi glede na T . To obliko zapisa imenujemo
B-oblika polinoma p glede na T , cijk pa so B-koecienti polinoma p. Za cijk
bomo denirali ²e pripadajo£o mnoºico domenskih to£k, ki jo zapi²emo z
Dd,T = {ξijk =
(iv1 + jv2 + kv3)
d
}i+j+k=d. (3.5.2)
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Standardizirali bomo tudi urejenost koecientov v (3.5.2). Od sedaj naprej
predpostavljamo, da so urejeni v leksikografskem zaporedju. Primer za d = 3 je
c300, c210, c201, c120, c111, c102, c030, c021, c012, c003.
Koeciente si tako lahko predstavljamo tudi kot komponente vektorja c. Domenske
to£ke smo sre£ali ºe v izreku 3.2.2, kjer smo pokazali, da so enakomerno razpr²ene
po trikotniku T in nam zagotavljajo enoli£en rezultat pri interpolaciji s polinomom.
Na sliki 3.4 lahko vidimo lokacijo domenskih to£k ξijk in pripadajo£ih B-koecientov
cijk za d = 2 in d = 3.
Slika 3.4: Lokacija domenskih to£k ξijk in pripadajo£ih B-koecientov cijk za d = 2
in d = 3.
Za kasnej²o uporabo bomo denirali ²e dva dodatna pojma.
Denicija 3.5.1. Za 0 ≤ m ≤ d, imenujemo mnoºico domenskih to£k
RTm(v1) = {ξd−m,j,m−j}mj=0
kolobar s polmerom m okoli to£ke v1.
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Slika 3.5: Domenske to£ke vsebovane v RT1 (v1).
Primer za d = 3 in m = 1 vidimo na sliki 3.5. V tem primeru velja RT1 (v1) =
{ξ210, ξ201}.
Denicija 3.5.2. Za 0 ≤ m ≤ d, imenujemo mnoºico domenskih to£k
DTm(v1) =
m⋃
n=0
RTm
disk s polmerom m okoli to£ke v1.
Primer za d = 3 in m = 2 vidimo na sliki 3.6. V tem primeru velja DT2 (v1) =
{ξ300, ξ210, ξ120, ξ201, ξ111, ξ102}.
3.6 Denicija krpe
S pomo£jo B-oblike polinoma bomo v tem razdelku denirali trikotno Bézierovo
krpo.
Denicija 3.6.1. Imamo polinom p dveh spremenljivk deniran na trikotniku T .
Naj bo
Gp = {(x, y, p(x, y)) : (x, y) ∈ T}
graf polinoma. Mnoºica to£k Gp je ploskev v R3, ki jo imenujemo trikotna Bézie-
rova krpa, kjer p zapi²emo kot v (3.5.1).
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Slika 3.6: Domenske to£ke vsebovane v DT2 (v1).
Vidimo, da je krpa denirana le s polinomom v B-obliki in trikotnikom, na
katerem je le-ta deniran.
3.7 Kontrolne strukture
Pred pregledom lastnosti si bomo pogledali ²e dve kontrolni strukturi, ki nam omo-
go£ata laºjo geometrijsko predstavo in manipulacijo krpe.
Imamo polinom p v B-obliki in trikotnik T = ⟨v1, v2, v3⟩, nad katerim je polinom
deniran. Za koeciente cijk polinoma smo ºe denirali njihove domenske to£ke v
ena£bi (3.5.2) in jih ozna£ili z Dd,T . Z△T,d bomo sedaj denirali mnoºico trikotnikov
ali triangulacijo trikotnika T , ki jo dobimo, ko poveºemo vse sosednje to£ke ξijk iz
Dd,T . To£ki ξijk in ξαβγ sta sosednji, £e velja
|i− α|+ |j − β|+ |k − γ| = 2.
Triangulacija △T,d je sestavljena iz
(
d+1
2
)
+
(
d
2
)
trikotnikov. Zaradi laºjega zapisa jih
bomo zdruºili v dva tipa zapisov, Tijk in T ′ijk. Ena£bi, s katerima deniramo oba
tipa, sta
Tijk = ⟨ξi+1,j,k, ξi,j+1,k, ξi,j,k+1⟩ , i+ j + k = d− 1
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in
T ′ijk = ⟨ξi,j+1,k+1, ξi+1,j,k+1, ξi+1,j+1,k⟩ , i+ j + k = d− 2.
Primer △T,3 = {T200, T020, T002, T011, T101, T110, T ′011, T ′101, T ′110} si lahko pogledamo
na sliki 3.7. Denirajmo ²e strukturo
Slika 3.7: Triangulacija △T,3 trikotnika T .
sp(v) =
⎧⎨⎩sijk(v), for v ∈ Tijk, i+ j + k = d− 1s′ijk(v), for v ∈ T ′ijk, i+ j + k = d− 2 ,
kjer so sijk(v) linearni polinomi, ki interpolirajo vrednosti {ci+1,j,k, ci,j+1,k, ci,j,k+1} v
ogli²£ih Tijk in so s′ijk(v) linearni polinomi, ki interpolirajo vrednosti
{ci,j+1,k+1, ci+1,j,k+1, ci+1,j+1,k} v ogli²£ih T ′ijk. Po deniciji vidimo, da je sp zvezna
odsekoma linearna funkcija.
Podobno kot Tijk in T ′ijk bomo denirali ²e dva tipa trikotnikov, Tijk in T ′ijk.
Ena£bi, ki denirata oba tipa, sta
Tijk = ⟨Ci+1,j,k, Ci,j+1,kCi,j,k+1⟩ , i+ j + k = d− 1
in
T ′ijk = ⟨Ci,j+1,k+1, Ci+1,j,k+1Ci+1,j+1,k⟩ , i+ j + k = d− 2,
kjer je
Cijk = (ξijk, cijk) = (ξ
x
ijk, ξ
y
ijk, cijk), i+ j + k = d.
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e deniramo ²e Cp = Gsp kot graf funkcije sp, vidimo, da gre ravno za unijo
obeh tipov trikotnikov, Tijk in T ′ijk.
Denicija 3.7.1. To£ke {Cijk}i+j+k=d imenujemo kontrolne to£ke polinoma p.
Graf Cp = Gsp imenujemo kontrolna ploskev polinoma p. Unijo povezav iz Cp pa
imenujemo kontrolna mreºa polinoma p.
Denirane strukture vidimo gra£no na slikah 3.8.
Slika 3.8: Levo zgoraj so prikazane kontrolne to£ke, desno zgoraj kontrolna mreºa,
spodaj pa vidimo obe kontrolni strukturi krpe obenem.
3.8 De Casteljauov algoritem
Za zapis polinoma v B-obliki (3.5.1) moramo poznati le njegov vektor koecientov
c. Najbolj pogosta operacija s polinomom je izra£un vrednosti polinoma v to£ki.
elimo, da je ta operacija £im bolj preprosta, hitra in stabilna. V tem razdelku
bomo predstavili algoritem, za katerega veljajo vse omenjene lastnosti.
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Algoritem temelji na rekurzivni zvezi za Bernsteinove bazne polinome
Bdijk = b1B
d−1
i−1,j,k + b2B
d−1
i,j−1,k + b3B
d−1
i,j,k−1, i+ j + k = d, (3.8.1)
ki smo jo izpeljali v ena£bi (3.4.4). Ponovno opozarjamo, da so Bernsteinovi polinomi
z negativnim indeksom enaki ni£. Za primer poglejmo
Bdd00 = b1B
d−1
d−1,0,0 + b2B
d−1
d,−1,0 + b3B
d−1
d,0,−1 = b1B
d−1
d−1,0,0.
Izrek 3.8.1. Naj bo p polinom zapisan v B-obliki (3.5.1) s koecienti
c
(0)
ijk = cijk, i+ j + k = d.
Naj ima to£ka v baricentri£ne koordinate b = (b1, b2, b3) in za vse ℓ = 1, . . . , d naj bo
c
(ℓ)
ijk = b1c
(ℓ−1)
i+1,j,k + b2c
(ℓ−1)
i,j+1,k + b3c
(ℓ−1)
i,j,k+1, i+ j + k = d− ℓ.
Potem velja, da je
p(v) =
∑
i+j+k=d−ℓ
c
(ℓ)
ijkB
d−ℓ
ijk (v), 0 ≤ ℓ ≤ d. (3.8.2)
Kot za£etni korak vzamemo
p(v) = c
(d)
000. (3.8.3)
Dokaz. Dokaza se bomo lotili z indukcijo po ℓ. Ena£ba (3.8.2) pri ℓ = 0 je enaka
standardnemu zapisu v B-obliki in tako trivialno velja. Sedaj predpostavimo, da
velja za ℓ − 1. Z uporabo rekurzivne zveze (3.8.1) za Bernsteinove bazne polinome
stopnje d− ℓ+ 1 dobimo
p(v) =
∑
i+j+k=d−ℓ+1
c
(ℓ−1)
ijk B
d−ℓ+1
ijk (v)
=
∑
i+j+k=d−ℓ+1
c
(ℓ−1)
ijk
[
b1B
d−ℓ
i+1,j,k(v) + b2B
d−ℓ
i,j+1,k(v) + b3B
d−ℓ
i,j,k+1(v)
]
.
To lahko razbijemo v tri lo£ene vsote, kjer lahko prvo vsoto prepi²emo v∑
i+j+k=d−ℓ+1,i≥1
b1c
(ℓ−1)
ijk B
d−ℓ
i+1,j,k(v) =
∑
i+j+k=d−ℓ
b1c
(ℓ−1)
i+1,j,kB
d−ℓ
i,j,k(v)
in podobno storimo za ostali dve. Ko spremenjene zapise ponovno zdruºimo, dobimo∑
i+j+k=d−ℓ
Bd−ℓi,j,k(v)
[
b1c
(ℓ−1)
i+1,j,k + b2c
(ℓ−1)
i,j+1,k + b3c
(ℓ−1)
i,j,k+1
]
=
∑
i+j+k=d−ℓ
c
(ℓ)
i,j,kB
d−ℓ
i,j,k(v),
kar sovpada z ena£bo (3.8.2). Pokazati moramo ²e (3.8.3). Pri ℓ = d lahko (3.8.2)
zreduciramo v (3.8.3), saj je edini Bernsteinov bazni polinom stopnje ni£ enak
B0000 = 1.
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Algoritem 3.1 De Casteljauov algoritem
Input: p = {cijk}i+j+k=d = {c(0)ijk}i+j+k=d ◃ polynomial given with B-coecients
Input: v = (b1, b2, b3) ◃ barycentric coordinates
Output: p(v) ◃ polynomial evaluated at v
function deCasteljau(p, v)
for ℓ = 1, . . . , d do
for all i+ j + k = d− ℓ do
c
(ℓ)
ijk ← b1c
(ℓ−1)
i+1,j,k + b2c
(ℓ−1)
i,j+1,k + b3c
(ℓ−1)
i,j,k+1
end for
end for
return c
(d)
000
end function
Izrek 3.8.1 nas pripelje do algoritma 3.1 za izra£un vrednosti polinoma p v
B-obliki.
tevilo operacij (se²tevanje in mnoºenje) za algoritem je
3
[(
d+ 1
2
)
+
(
d
2
)
+ · · ·+
(
2
2
)]
= 3
(
d+ 2
3
)
=
d3 + 3d2 + 2d
2
ali O(d3). To je splo²na ocena, pod posebnimi pogoji (vrednosti na robu trikotnika,
kjer je vsaj ena baricentri£na koordinata enaka ni£, ...) je ra£unanje lahko veliko
kraj²e.
Shema 3.9 gra£no prikazuje potek algoritma za primer d = 3 in v = (1
3
, 1
3
, 1
3
),
kar je v teºi²£u trikotnika. Vidimo, da med izvajanjem konstruiramo seznam vektor-
jev koecientov c(ℓ) dolºine mℓ =
(
d−ℓ+2
2
)
, kjer se vsaka vrednost vektorja izra£una iz
treh sosednjih koecientov in uporabljamo baricentri£ne koordinate (b1, b2, b3) kot
uteºi. e so to£ke v trikotniku v ∈ T , potem je algoritem numeri£no zelo stabilen,
saj so v tem primeru baricentri£ne koordinate b1, b2, b3 nenegativne in se se²tejejo v
ena. S tem vsak naslednji korak algoritma potrebuje le konveksno kombinacijo prej
izra£unanih vrednosti.
De Casteljauov algoritem ima precej pomembnih posledic, ki si jih bomo pogle-
dali v naslednjem delu. Prva zanimivost, na katero bomo opozorili, je, da so vmesni
koecienti c(ℓ)ijk algoritma polinomi stopnje ℓ glede na v. Kot primer poglejmo
c
(1)
ijk = ci+1,j,kb1 + ci,j+1,kb2 + ci,j,k+1b3, i+ j + k = d− 1. (3.8.4)
Vemo, da so c(1)ijk linearni polinomi, saj iz izpeljav v razdelku 3.3 sledi, da so b1, b2, b3
vsi linearni polinomi v v. e bolj natan£no bomo to izrazili v naslednjem izreku.
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Slika 3.9: Zgoraj vidimo potek de Casteljauovega algoritma za primer d = 3.
Spodaj je prikaz identi£nega postopka v prostoru.
Izrek 3.8.2. Koecienti v de Casteljauovem algoritmu in v ena£bi (3.8.2) so podani
s
c
(ℓ)
ijk =
∑
α+β+γ=ℓ
ci+α,j+β,k+γB
ℓ
αβγ(v), i+ j + k = d− ℓ. (3.8.5)
Dokaz. Najprej zapi²emo ena£bo (3.8.4) kot
c
(1)
ijk = (b1E1 + b2E2 + b3E3)cijk,
kjer velja E1cijk = ci+1,j,k, E2cijk = ci,j+1,k in E3cijk = ci,j,k+1. S tem lahko zapi²emo
ena£bo v algoritmu 3.1 kot
c
(ℓ)
ijk = (b1E1 + b2E2 + b3E3)c
(ℓ−1)
ijk .
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Zvezo lahko sedaj uporabimo ²e na c(ℓ−1)ijk in to ponavljamo rekurzivno (ℓ− 1)-krat.
To nas privede do
c
(ℓ)
ijk = (b1E1 + b2E2 + b3E3)
ℓcijk
=
∑
α+β+γ=ℓ
Bℓαβγ(v)E
α
1E
β
2E
γ
3 cijk
=
∑
α+β+γ=ℓ
ci+α,j+β,k+γB
ℓ
αβγ(v).
3.9 Odvajanje polinomov
Gladkost je ena od glavnih lastnosti ploskve, ki je rezultat kon£nega algoritma. Za
zagotovitev le-te, bomo zahtevali zveznost odvoda v vsaki to£ki kon£ne strukture.
Kot podlago za uvedbo teh pogojev, si bomo v tem razdelku pogledali glavne la-
stnosti odvodov polinomov dveh spremenljivk in kako jih uporabimo za namene
zagotavljanja gladkosti.
3.9.1 Smerni odvod
Parcialni odvod polinoma smo ºe denirali v (3.1.2). Potrebovali bomo ²e smerni
odvod. e imamo vektor u = (ux, uy), potem je smerni odvod polinoma p deniran
z
Dup(v) =
d
dt
p(v + tu)|t=0.
Ker pa dajemo ve£ji poudarek polinomom v B-obliki, si bomo pogledali ²e nekaj
ena£b za smerne odvode polinomov v tem zapisu.
Ko delamo s smernimi odvodi, je pomembno, da se zavedamo razlik med u in
v. Z v ozna£imo to£ko v R2, medtem ko je u vektor. Vsaka to£ka v = (vx, vy) je
enoli£no denirana z baricentri£nimi koordinatami (b1, b2, b3). Vsak vektor u je prav
tako enoli£no opisan s trojico (a1, a2, a3), kjer velja
ai = αi − βi, i ∈ {1, 2, 3}
in so (α1, α2, α3) ter (β1, β2, β3) baricentri£ne koordinate dveh to£k wα in wβ ter
obenem u = wα − wβ. Vemo, da je vsota baricentri£nih koordinat b1, b2, b3 enaka
ena, vsota a1, a2, a3, ki opisuje u, pa je enaka ni£. Trojico (a1, a2, a3) imenujemo
tudi smerne koordinate vektorja u.
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Izrek 3.9.1. Naj bo u vektor s smernimi koordinatami (a1, a2, a3). Potem za vsak
i+ j + k = d velja
DuB
d
ijk(v) = d
[
a1B
d−1
i−1,j,k(v) + a2B
d−1
i,j−1,k(v) + a3B
d−1
i,j,k−1(v)
]
. (3.9.1)
Dokaz. Naj bodo bi = bi(v), i ∈ 1, 2, 3 baricentri£ne koordinate to£ke v. Potem so
baricentri£ne koordinate to£ke v + tu enake
(b1 + ta1, b2 + ta2, b3 + ta3)
in velja
Bdijk(v + tu) =
d!
i!j!k!
[
(b1 + ta1)
i(b2 + ta2)
j(b3 + ta3)
k
]
.
e dobljeno ena£bo odvajamo po t in izra£unamo pri t = 0, dobimo
DuB
d
ijk(v) =
d!
i!j!k!
[
ia1b
i−1
1 b
j
2b
k
3 + ja2b
i
1b
j−1
2 b
k
3 + ka3b
i
1b
j
2b
k−1
3
]
= da1
(d− 1)!
(i− 1)!j!k!
bi−11 b
j
2b
k
3 + da2
(d− 1)!
i!(j − 1)!k!
bi1b
j−1
2 b
k
3
+ da3
(d− 1)!
i!(j − 1)!k!
bi1b
j
2b
k−1
3
= d
[
a1B
d−1
i−1,j,k(v) + a2B
d−1
i,j−1,k(v) + a3B
d−1
i,j,k−1(v)
]
,
kar je ravno (3.9.1).
Opozorili bi, da pri deniranju smernega odvoda Du nismo predpostavili, da je
vektor u enotski. Poleg smeri bo prav dolºina vektorja u vplivala na kon£no vrednost
Du.
Sedaj lahko pogledamo ²e formulo za splo²en polinom v B-obliki.
Izrek 3.9.2. Naj bo p polinom zapisan v B-obliki glede na trikotnik T in naj bo u
smerni vektor opisan s trojico a = (a1, a2, a3). Potem je smerni odvod v to£ki v na
polinomu p v smeri u podan kot
Dup(v) = d
∑
i+j+k=d−1
c
(1)
ijk(a)B
d−1
ijk (v), (3.9.2)
kjer so c
(1)
ijk(a) vrednosti, ki jih dobimo v prvem koraku de Casteljauovega algoritma
glede na trojico a.
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Dokaz. Ko uporabimo Du na polinomu v B-obliki (3.5.1) in upo²tevamo (3.9.1),
dobimo
Dup(v) =
∑
i+j+k=d
cijkDuB
d
ijk(v)
= d
∑
i+j+k=d
cijk
[
a1B
d−1
i−1,j,k(v) + a2B
d−1
i,j−1,k(v) + a3B
d−1
i,j,k−1(v)
]
= d
∑
i+j+k=d
cijka1B
d−1
i−1,j,k(v) + d
∑
i+j+k=d
cijka2B
d−1
i,j−1,k(v)
+ d
∑
i+j+k=d
cijka3B
d−1
i,j,k−1(v).
Zaradi predpostavke, da so Bernsteinovi polinomi z negativnimi indeksi enaki ni£,
lahko vsote poenostavimo z
d
∑
i+j+k=d
cijka1B
d−1
i−1,j,k(v) = d
∑
i+j+k=d−1
ci+1,j,ka1B
d−1
i,j,k(v).
Enako naredimo tudi za ostala dva £lena. Uporabimo ²e enakost (3.8.4) in pora£u-
namo do konca
Dup(v) = d
∑
i+j+k=d−1
ci+1,j,ka1B
d−1
i,j,k(v) + d
∑
i+j+k=d−1
ci,j+1,ka2B
d−1
i,j,k(v)
+ d
∑
i+j+k=d−1
ci,j,k+1a3B
d−1
i,j,k(v)
= d
∑
i+j+k=d−1
Bd−1i,j,k(v) [a1ci+1,j,k + a2ci,j+1,k + a3ci,j,k+1]
= d
∑
i+j+k=d−1
c
(1)
ijk(a)B
d−1
ijk (v).
Z ena£bo (3.9.2) smo dobili preprosto formulo za izra£un koecientov prvega
odvoda polinoma p, zapisanega v B-obliki. Potrebujemo le koeciente c(1)ijk , ki jih
dobimo v prvem koraku de Casteljauovega algoritma z uporabo trojice a in jih
pomnoºimo z d. Torej, da dobimo vrednost Dup v to£ki v z baricentri£nimi koordi-
natami b = (b1, b2, b3), naredimo en korak algoritma s trojico a in d − 1 korakov z
b.
To bomo sedaj posplo²ili ²e na smerne odvode vi²jega reda.
Izrek 3.9.3. Naj bo 1 ≤ m ≤ d in imamo mnoºico {u1, . . . , um} vektorjev, ki so
podani s trojicami
a(i) = (a
(i)
1 , a
(i)
2 , a
(i)
3 ), a
(i)
1 + a
(i)
2 + a
(i)
3 = 0,
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kjer je i ∈ {1, . . . ,m}. Potem je
Dum . . . Du1p(v) =
d!
(d−m)!
∑
i+j+k=d−m
c
(m)
ijk (a
(1), . . . , a(m))Bd−mijk (v), (3.9.3)
kjer so c
(m)
ijk (a
(1), . . . , a(m)) vrednosti/koecienti, ki jih dobimo z uporabo m korakov
de Casteljauovega algoritma pri trojicah a(1), . . . , a(m). Vrstni red uporabe trojic je
enak pripadajo£im vektorjem v odvodih, od najbolj notranjega do najbolj zunanjega.
Dokaz. Preprosto uporabimo ena£bo (3.9.2) m-krat in dobimo ºeljen rezultat.
Z zgornjim izrekom smo potrdili da je m-ti me²ani smerni odvod polinoma p
prav tako polinom stopnje d−m. Podobno kot v prej²njem izreku ponovno dobimo
enostaven postopek za izra£un me²anega smernega odvoda polinoma p. Za evaluacijo
v z baricentri£nimi koordinatami b v polinomu Dum . . . Du1p(v) naredimo m korakov
de Casteljauovega algoritma s trojicami a(1), . . . , a(m) in zaklju£imo z d−m koraki
s trojico b.
V naslednjem izreku bomo pokazali, da lahko vrstni red korakov algoritma
spremenimo, a rezultat ²e vedno ostane enak.
Izrek 3.9.4. Naj bo c(2)(a, b) vektor koecientov, ki jih dobimo pri aplikaciji de
Casteljauovega algoritma na vektor c, najprej z uporabo trojice a in nato b, ter naj
bo c(2)(b, a) vektor, ki ga dobimo, £e najprej apliciramo z b in nato a. Potem velja
c(2)(a, b) = c(2)(b, a).
Dokaz. Dovolj je, £e se omejimo na klasi£en trikotnik s ²estimi koecienti v vektorju
c. Ozna£imo jih z cijk, kjer je i+j+k = 2. V prvem primeru, kjer najprej uporabimo
algoritem z a in nato b, dobimo
b1(a1c200 + a2c110 + a3c101) + b2(a1c110 + a2c020 + a3c011)
+ b3(a1c101 + a2c011 + a3c001).
e vrstni red a in b obrnemo, dobimo
a1(b1c200 + b2c110 + b3c101) + a2(b1c110 + b2c020 + b3c011)
+ a3(b1c101 + b2c011 + b3c001).
Vidimo, da sta v obeh primerih rezultata identi£na.
Z zgornjim izrekom sedaj lahko posplo²imo red ena£be (3.9.2) in obenem zapi-
²emo njeno dualno obliko.
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Izrek 3.9.5. Naj bo p polinom zapisan v B-obliki in u smerni vektor zapisan s trojico
a. Potem za vsak 1 ≤ m ≤ d velja
Dmu p(v) =
d!
(d−m)!
∑
i+j+k=d−m
c
(m)
ijk (a)B
d−m
ijk (v), (3.9.4)
kjer so c
(m)
ijk vrednosti, ki jih dobimo pri m korakih de Casteljauovega algoritma apli-
ciranega na koeciente p, z uporabo trojice a. Prav tako velja
Dmu p(v) =
d!
(d−m)!
∑
i+j+k=d−m
c
(d−m)
ijk (b)B
m
ijk(u),
kjer je b = b(v) = (b1, b2, b3) trojica baricentri£nih koordinat to£ke v.
Dokaz. Prva ena£ba je le posebni primer (3.9.3), kjer naredimo vse smerne odvode v
smeri u. Druga ena£ba sledi iz izreka 3.9.4, ki omogo£i, da lahko zamenjamo vrstni
red korakov algoritma.
Vidimo, da za izra£un Dmu p(v) lahko uporabimo de Casteljauov algoritem na
dva razli£na na£ina. Prvi na£in je narediti m korakov s trojico a, ki opisuje u in
nato d −m korakov s trojico b, ki opisuje v. Drugi na£in je, da proces obrnemo in
najprej naredimo d−m korakov z b in nato m korakov z a.
Iz ena£be (3.9.4) je o£itno, da za m-ti odvod na robu ⟨v1, v2⟩ nasproti v ne
potrebujemo vseh koecientov cijk od p, saj je ena od baricentri£nih koordinat enaka
ni£. V tem primeru, ko gre za prvo koordinato, potrebujemo le tiste cijk, kjer je
0 ≤ i ≤ m. e to poveºemo s sliko 3.1, vidimo, da gre ravno za spodnje m+1 vrste
koecientov. Prvi odvod je tako odvisen le od spodnjih dveh vrst.
Za kasnej²o uporabo bomo zapisali ²e ena£bo za smerne odvode v smeri u, ki
je denirana z razliko dveh ogli²£ trikotnika T .
Izrek 3.9.6. Naj bo p polinom zapisan v B-obliki (3.5.1). Potem je za vsak m,
1 ≤ m ≤ d, m-ti smerni odvod polinoma p v smeri u = v2 − v1 enak ena£bi (3.9.4),
kjer je
c
(m)
ijk =
m∑
ℓ=0
(
m
ℓ
)
(−1)ℓci+ℓ,j+m−ℓ,k, i+ j + k = d−m.
Dokaz. Vektor u z baricentri£nimi koordinatami je enak a = (−1, 1, 0). Z uporabo
ena£be (3.8.5) lahko zapi²emo
c
(m)
ijk (a) =
∑
α+β=m
Bmαβ0(a)ci+α,j+β,k
=
∑
α+β=m
m!(−1)α
α!β!
ci+α,j+β,k,
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kjer je i+ j + k = d−m. e naredimo vsoto po α, dobimo
c
(m)
ijk (a) =
m∑
α=0
m!(−1)α
α!(m− α)!
ci+α,j+m−α,k
=
m∑
α=0
(
m
α
)
(−1)αci+α,j+m−α,k,
kar je na² ºeljen rezultat.
Podobno velja za odvode v smeri ostalih dveh stranic. Za u = v3 − v2 dobimo
c
(m)
ijk =
m∑
α=0
(
m
α
)
(−1)αci,j+α,k+m−α, i+ j + k = d−m
in za u = v1 − v3 dobimo
c
(m)
ijk =
m∑
α=0
(
m
α
)
(−1)αci+m−α,j,k+α, i+ j + k = d−m.
3.9.2 Odvod v ogli²£u trikotnika
V tem razdelku se bomo osredoto£ili na povezavo med odvodi polinoma p v ogli²£u
domenskega trikotnika in njegovimi B-koecienti v disku (glej denicijo 3.5.2) okoli
tega ogli²£a.
Najprej si bomo pogledali pomembno lemo, ki jo bomo potrebovali pri dokazo-
vanju izrekov. Pred tem pa potrebujemo ²e naslednjo denicijo.
Denicija 3.9.7. Mnoºico parov nenegativnih ²tevil M imenujemo spodnja mno-
ºica, £e za vsak par (m,n) ∈M velja, da so vsi pari oblike (i, j), kjer je 0 ≤ i ≤ m
in 0 ≤ j ≤ n, prav tako v M .
Lema 3.9.8. Naj bo M spodnja mnoºica in
f(m,n) =
m∑
i=0
n∑
j=0
(
m
i
)(
n
j
)
(−1)i+jg(i, j), ∀(m,n) ∈M.
Potem velja
g(i, j) =
i∑
m=0
j∑
n=0
(
i
m
)(
j
n
)
(−1)m+nf(m,n), ∀(i, j) ∈M.
Dokaza leme se lotimo z dvojno indukcijo, a ga zaradi dolºine v tem delu ne
bomo zapisali. Poln dokaz si lahko pogledate v [4] (kraj²a oblika) ali [1] (dalj²a
oblika).
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Izrek 3.9.9. Imamo trikotnik T = ⟨v1, v2, v3⟩, polinom p stopnje d in konstanto
o ∈ N, kjer je 0 ≤ o ≤ d. Mnoºico odvodov {Dmv2−v1D
n
v3−v1p(v1)}m+n≤o lahko izra-
£unamo iz koecientov polinoma p v domenskih to£kah, ki leºijo v disku DTo (v1) in
obratno. Podobno velja za v2 in v3.
Dokaz. Pri dokazu bomo potrebovali ²e zvezo iz izreka 3.9.6. Koecienti c(m+n)ijk , kjer
smo m-krat odvajali v smeri v2 − v1 in n-krat v smeri v3 − v1, so enaki
c
(m+n)
ijk =
m∑
α=0
n∑
β=0
(
m
α
)(
n
β
)
(−1)α+βci+α+β,j+m−α,k+n−β, ∀i+ j + k = d−m− n.
Prav tako vemo, da je edini neni£elni Bernsteinov bazni polinom v ogli²£u v1 enak
Bd−m−nd−m−n,0,0 = 1. e sedaj izra£unamo ena£bo (3.9.3) za v1, dobimo
Dmv2−v1D
n
v3−v1p(v1) =
d!
(d−m− n)!
∑
i+j+k=d−m−n
c
(m+n)
ijk (an, . . . , am, . . . )B
d−m−n
ijk (v1)
=
d!
(d−m− n)!
m∑
α=0
n∑
β=0
(
m
α
)(
n
β
)
(−1)α+βcd−m−n+α+β,m−α,n−β
=
(−1)m+nd!
(d−m− n)!
m∑
α′=0
n∑
β′=0
(
m
α′
)(
n
β′
)
(−1)α′+β′cd−α′−β′,α′,β′ ,
(3.9.5)
za vsak 0 ≤ m+ n ≤ d, kjer smo uvedli nove oznake α′ = m− α in β′ = n− β. Vsi
koecienti v dobljeni ena£bi leºijo v disku DTm+n(v1).
Za dokaz obratne smeri bomo uporabili lemo 3.9.8. e jo uporabimo na (3.9.5),
dobimo
cd−α′−β′,α′,β′ =
α′∑
m=0
β′∑
n=0
(
α′
m
)(
β′
n
)
(d−m− n)!
d!
Dmv2−v1D
n
v3−v1p(v1).
S tem smo pokazali ²e obratno smer izra£una.
3.9.3 Odvod na robu trikotnika
V tem razdelku bomo govorili o odvajanju na robovih trikotnika. To bomo potre-
bovali za strukturiranje gladkih sti£i²£ in ra£unanje odvisnih koecientov.
Najprej si bomo pogledali povezavo med odvodi v to£kah na robu trikotnika
in B-koecienti polinoma p, deniranem na tem trikotniku. Imamo trikotnik T =
⟨v1, v2, v3⟩ in vektor u, ki ni vzporeden povezavi e = ⟨v2, v3⟩. Naj bo a = (a1, a2, a3)
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trojica baricentri£nih koordinat vektorja u in v to£ka na povezavi e. Potem po
izreku 3.9.5 velja
Dmu p(v) =
d!
(d−m)!
∑
j+k=d−m
c
(m)
0jk (a)B
d−m
0jk (v), (3.9.6)
kjer so c(m)0jk (a) izra£unani iz cijk z uporabo de Casteljauovega algoritma po vektorju
a. Vidimo, da za izra£un c(m)0jk potrebujemo le tiste koeciente cijk, kjer je 0 ≤ i ≤ m.
To so ravno koecienti pri domenskih to£kah, ki leºijo na povezavi e ali na vzporednih
m vrstah ob e.
Sedaj poglejmo ²e obratni primer. Poznamo vse koeciente {cijk}0≤i≤m−1 poli-
noma p. Leºijo na robu e in prvih m− 1 vrstah, ki so vzporedne e. Pokazali bomo
kako izra£unati koeciente {cmjk}j+k=d−m z uporabo vrednosti odvodov Dmu p(v) v
d−m+ 1 to£kah na robu e.
Lema 3.9.10. Naj bodo koecienti {cijk}0≤i≤m−1 polinoma p znani. Prav tako
imamo podane s = (Dmu p(r1), . . . , D
m
u p(rd−m))
T za razli£ne to£ke r1, . . . , rd−m na
robu e = ⟨v2, v3⟩. Potem lahko z uporabo {cijk}0≤i≤m−1 in vektorja s izra£unamo
koeciente
c = (cm,d−m,0, . . . , cm,0,d−m)
T .
Dokaz. e uporabimo (3.9.6) za vrednosti r1, . . . , rd−m, dobimo sistem ena£b
Mc = s,
kjer je c = (c(m)0,d−m,0, . . . , c
(m)
0,0,d−m)
T vektor koecientov v ena£bi (3.9.6) in je M
(d−m+ 1)× (d−m+ 1) matrika,
M =
d!
(d−m)!
[
Bd−m0,d−m−j,j(ri)
]d−m
i,j=0
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Bd−m0,d−m,0(r0) B
d−m
0,d−m,0(r1) . . . B
d−m
0,d−m,0(rd−m)
Bd−m0,d−m−1,1(r0) B
d−m
0,d−m−1,1(r1) . . . B
d−m
0,d−m−1,1(rd−m)
...
... . . .
...
Bd−m0,0,d−m(r0) B
d−m
0,0,d−m(r1) . . . B
d−m
0,0,d−m(rd−m)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Matrika M vsebuje Bernsteinove bazne polinome ene spremenljivke in je tako ne-
singularna za katerekoli razli£ne to£ke r1, . . . , rd−m. Poleg tega nam izrek 3.8.2
omogo£a, da za 0 ≤ j ≤ d−m zapi²emo
c
(m)
0,d−m−j,j(a) =
∑
α+β+γ=m
cα,d−m−j+β,j+γB
m
αβγ(a).
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Iz vsote lahko vzamemo £len, ko je α = m in izrazimo
cm,d−m−j,j = c
(m)
0,d−m−j,j(a)−
∑
α+β+γ=m
α ̸=m
cα,d−m−j+β,j+γB
m
αβγ(a).
Ker imamo vse £lene na desni znane, lahko izra£unamo cm,d−m−j,j za vse 0 ≤ j ≤
d−m, kar so ravno na²i iskani koecienti.
Pogledali si bomo ²e malo druga£no obliko leme 3.9.10. V praksi, poleg koe-
cientov zraven robov, pogosto poznamo tudi koeciente okrog ogli²£ trikotnika. V
naslednji lemi bomo uporabili te koeciente in omilili ²tevilo odvodov na robu e, ki
jih potrebujemo za izra£un m-te vrstice.
Lema 3.9.11. Naj bo m ≤ h ≤ d/2. Poznamo koeciente
C =
m−1⋃
i=0
{cijk}j+k=d−i ∪ {cξ}ξ∈Dh(v2) ∪ {cξ}ξ∈Dh(v3)
polinoma p. Za vse razli£ne to£ke rh−m+1, . . . , rd−h−1 na robu e = ⟨v2, v3⟩ poznamo
tudi njihove smerne odvode s = (Dmu p(rh−m+1), . . . , D
m
u p(rd−h−1))
T . Potem lahko
enoli£no izra£unamo koeciente v vektorju
c = (cm,d−h−1,h−m+1, . . . , cm,h−m+1,d−h−1)
T
samo z uporabo C in s.
Dokaz. Dokaz je identi£en dokazu v lemi 3.9.10. Matriko M deniramo kot
M =
d!
(d−m)!
[
Bd−m0,d−m−j,j(ri)
]d−h−1
i,j=h−m+1
in vektor c kot c = (c(m)0,d−h−1,h−m+1, . . . , c
(m)
0,h−m+1,d−h−1)
T . Ostali postopek je nespre-
menjen. Lemo smo s tem dokazali.
3.10 Gladek stik polinomov
V pripravi na ²tudijo zlepkov si bomo pogledali nekaj pogojev za gladek stik poli-
nomov, deniranih nad dvema sosednjima trikotnikoma.
Izrek 3.10.1. Naj bosta T = ⟨v1, v2, v3⟩ in T ′ = ⟨v4, v3, v2⟩ trikotnika s skupno
povezavo e = ⟨v2, v3⟩. Naj bosta
p(v) =
∑
i+j+k=d
cijkB
d
ijk(v)
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in
p′(v) =
∑
i+j+k=d
c′ijkB
′d
ijk(v)
polinoma, kjer so {Bdijk} in {B′dijk} Bernsteinovi bazni polinomi denirani nad tri-
kotnikoma T in T ′. Imamo tudi vektor u, ki ni vzporeden povezavi e.
Potem velja
Dnup(v) = D
n
up
′(v),
∀v ∈ e
n = 0, . . . , r
, (3.10.1)
£e in samo £e
c′njk =
∑
α+β+γ=n
cα,k+β,j+γB
n
αβγ(v4),
j + k = d− n
n = 0, . . . , r
.
Dokaz. Ker sta p in p′ zoºena na povezavo e polinoma ene spremenljivke, vemo, da
sta zvezno povezana, £e in samo £e velja
c′0jk = c0kj, j + k = d. (3.10.2)
To je o£itno za primer, ko je r = 0. Opazimo tudi, da enakost (3.10.1) velja pod
pogojem, da velja za smer u = v4 − v2. To je res, ker se vsi odvodi polinomov p in
p′ na povezavi e ujemajo v smeri v3 − v2 in vse ostale odvode lahko zapi²emo kot
linearno kombinacijo odvodov Du in Dv3−v2 . V dokazu se tako lahko omejimo na
primer, ko je u = v4 − v2.
Naj bodo sedaj b = (b1, b2, b3) baricentri£ne koordinate to£ke v4 glede na T .
Potem so smerne koordinate vektorja u glede na T in T ′ enake a = (b1, b2− 1, b3) in
a′ = (1, 0, 1). Po izreku 3.9.5 vemo, da velja
Dnup|e =
d!
(d− n)!
∑
j+k=d−n
c
(n)
0jk(a)B
d−n
0jk
in
Dnup
′|e =
d!
(d− n)!
∑
j+k=d−n
c
′(n)
0jk (a
′)B′d−n0jk
za vse 0 ≤ n ≤ r, kjer so c(n)ijk(a) in c
′(n)
ijk (a
′) koecienti, ki jih dobimo z uporabo n
korakov de Casteljauovega algoritma na {cijk} in {c′ijk}, z a in a′. e za vse to£ke
v ∈ e velja Bd−n0kj (v) = B
′d−n
0jk (v), potem sledi, da ena£ba (3.10.1) velja pod pogojem
c
(n)
0kj(a) = c
′(n)
0jk (a
′),
j + k = d− n
n = 0, . . . , r
. (3.10.3)
Po zgledu v izreku 3.9.6 lahko zapi²emo
c
′(n)
0jk (a
′) =
n∑
m=0
(−1)n−m
(
n
m
)
c′m,j,d−j−m, j + k = d− n.
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Po drugi strani lahko z uporabo orodij, ki se pojavijo v dokazu izreka 3.8.2, zapi²emo
c
(n)
0kj(a) = (b1E1 + (b1 − 1)E2 + b3E3)
nc0kj
= (b1E1 + b2E2 + b3E3 − E2)nc0kj
=
n∑
m=0
(−1)m−n
(
n
m
)
(b1E1 + b2E2 + b3E3)
mc0,k+n−m,j
=
n∑
m=0
(−1)m−n
(
n
m
)
c
(m)
0,d−j−m,j(b), j + k = d− n.
e zapisa zdruºimo, vidimo, da ena£ba (3.10.3) velja le, £e je
c′n,j,d−j−n = c
(n)
0,d−j−n,j(b), j = 0, . . . , n, n = 0, . . . , r.
Po na²i izpeljavi je ta trditev enakovredna trditvi v izreku, kar zaklju£i dokaz.
Spremenljivka r v izreku ponazarja stopnjo gladkosti Cr na sti£i²£u med poli-
nomoma.
Ta izrek lahko interpretiramo tudi geometrijsko. Za polinom p deniramo kon-
trolne to£ke kot Cijk = {ξTijk, cijk} v R3 in podobno C ′ijk za p′. Potem ena£ba (3.10.2)
za C0 gladkost pomeni, da so kontrolne to£ke polinomov p in p′, ki so povezane z
domenskimi to£kami ob robu e, enake. Pogoj za C1 gladkost na robu pomeni, da
velja ena£ba (3.10.2) skupaj s
c′1jk = b1c1,j,k + b2c0,k+1,j + b3c0,k,j+1, j + k = d− 1.
Po deniciji ξijk prav tako velja
ξ′1jk = b1ξ1,j,k + b2ξ0,k+1,j + b3ξ0,k,j+1, j + k = d− 1.
To lahko skupaj zapi²emo s kontrolnimi to£kami kot
C ′1jk = b1C1,j,k + b2C0,k+1,j + b3C0,k,j+1, j + k = d− 1.
To velja le v primeru, da za vsak j + k = d − 1 obstaja ravnina, ki vsebuje ²tiri
kontrolne to£ke, zapisane v zgornji ena£bi. To si lahko pogledamo tudi na sliki 3.10,
ki prikazuje primer za d = 2.
3.11 Implementacija
Vemo, da za predstavitev Bézierove krpe potrebujemo le vektor kontrolnih to£k
pripadajo£ega polinoma v B-obliki. To realiziramo s seznamom, v katerem je vrstni
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Slika 3.10: Geometrijska interpretacija C1 pogojev gladkosti na stiku dveh trikot-
nikov.
red kontrolnih to£k dolo£en in imamo moºnost pridobiti to£ko z uporabo deniranih
indeksov ijk.
Poleg to£k bomo potrebovali tudi nekaj funkcij, ki nam bodo omogo£ile delo
s krpo. Najbolj pomembne so izra£un to£ke na krpi, pridobitev kontrolnih to£k,
kontrolne povr²ine in kontrolne mreºe krpe. Kontrolne strukture izra£unamo po
denicijah, izra£un to£ke pa je realiziran s pomo£jo baricentri£nih koordinat (de
Casteljauov algoritem).
3.11.1 Izris
Najbolj pogosti obliki, ki se uporabljata za izris digitalnih objektov, sta mreºa to£k
in triangulacija. Obe obliki sta diskretni, kar pomeni, da bo krpo potrebno aproksi-
mirati z eno od omenjenih struktur. Zaradi trikotne oblike Bézierove krpe, jo bomo
aproksimirali s triangulacijo ali zlepkom trikotnikov s ∈ S01 .
Zlepek za izris konstruiramo tako, da izra£unamo vrednost n to£k na krpi, in jih
nato poveºemo v triangulacijo, ki jo izri²emo. S parametrom n lahko nadzorujemo
granulacijo izra£unanih to£k in obenem natan£nost izrisa. Izris krpe z razli£nimi
vrednostmi parametra n vidimo na sliki 3.11.
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Slika 3.11: Izris krpe pri razli£nih vrednosti parametra n. Po vrsti, od leve proti
desni, so vrednosti n enake 6, 36, 120 in 820.

Poglavje 4
Zlepki in prostori zlepkov
Do sedaj smo denirali trikotne krpe in predstavili potrebne lastnosti za gradnjo
gladkih konstrukcij. V tem razdelku bomo raziskali zlepke polinomov v B-obliki in
zlepke trikotnih Bézierovih krp. Na² cilj je denirati preprosto in stabilno struk-
turo, s katero bomo lahko predstavili tudi najbolj kompleksne objekte. Pogledali
si bomo tudi nekaj lastnosti prostorov teh zlepkov in kako jih lahko uporabimo pri
interpolaciji diskretnih mnoºic to£k v triangulaciji.
4.1 B-oblika
Kot smo videli ºe v razdelku o trikotnih Bézierovih krpah, je zelo priro£no uporabljati
B-obliko polinomov. To bomo sedaj raz²irili na zlepke.
Naj bo △ = {Ti}Ni=1 regularna triangulacija mnoºice to£k Ω ⊆ R2. Potem za
neko pozitivno celo ²tevilo d deniramo mnoºico domenskih to£k triangulacije z
Dd,△ =
⋃
T∈△
Dd,T ,
kjer je Dd,T mnoºica domenskih to£k, povezana s trikotnikom T . Vse podvojene
domenske to£ke, torej na povezavi, ki si jo delita dva trikotnika, so vklju£ene samo
enkrat v Dd,△. Na sliki 4.1 vidimo domensko mnoºico triangulacije △.
Domenske to£ke triangulacije bomo sedaj uporabili za parametrizacijo linear-
nega prostora C0 gladkih zlepkov stopnje d. Omenjeni prostor deniramo
s
S0d(△) = {s ∈ C0(Ω) : s|Ti ∈ Pd, i = 1, . . . , N}.
Za nek s ∈ S0d(△), po izreku 3.4.2 velja, da za vsak trikotnik T ∈ △ obstaja taka
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Slika 4.1: Mnoºica D3,△ domenskih to£k triangulacije △.
enoli£na mnoºica koecientov {cξ}ξ∈Dd,T , da velja
s|T =
∑
ξ∈Dd,T
cξB
T,d
ξ , (4.1.1)
kjer so BT,dξ Bernsteinovi bazni polinomi stopnje d glede na trikotnik T . Vemo, da
je s zvezna funkcija. Zaradi tega lahko sklepamo, da £e domenska to£ka ξ leºi na
skupni povezavi dveh trikotnikov T in T ′, potem sta koecienta cξ za s|T in s|T ′
enaka. Iz tega lahko izpeljemo, da za vsak s ∈ S0d(△) obstaja pripadajo£a enoli£na
mnoºica koecientov {cξ}ξ∈Dd,△ . Imenujemo jih B-koecienti zlepka s. Ker velja
tudi obratno, da za neko mnoºico koecientov {cξ}ξ∈Dd,△ obstaja enoli£en pripadajo£
zlepek s ∈ S0d(△), za katerega velja (4.1.1), lahko zapi²emo naslednje.
Vsak zlepek s ∈ S0d(△) je enoli£no dolo£en z njegovo mnoºico B-koecientov
{cξ}ξ∈Dd,△ .
4.2 Prostori gladkih zlepkov
V praksi nas ponavadi zanimajo prostori zlepkov, ki so bolj gladki kot le C0. V tem
razdelku bomo pogledali nekaj teorije za delo s takimi zlepki.
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4.2.1 Superzlepki
Za nek r, kjer 0 ≤ r ≤ d in triangulacijo △, ozna£imo s
Srd(△) = S0d(△) ∩ Cr(Ω)
prostor Cr gladkih zlepkov stopnje d. V veliko primerih je priro£no delati z zlepki,
ki imajo vi²jo stopnjo odvedljivosti le v izbranih vozli²£ih. Re£emo, da je zlepek
s ∈ S0d(△) Cρ gladek v vozli²£u v, £e so vsi polinomi s|T , kjer je T trikotnik z
ogli²£em v, ρ-krat odvedljivi v to£ki v. To zapi²emo kot s ∈ Cρ(v).
Denicija 4.2.1. Naj bo V = {v1, . . . , vV } mnoºica vozli²£ triangulacije △ in naj
bo 0 ≤ r ≤ ρ ≤ d. Potem deniramo prostor superzlepkov kot
Sr,ρd (△) = {∀s ∈ S
r
d(△),∀v ∈ V : s ∈ Cρ(v)}.
Zlepki v tem prostoru imajo enako stopnjo gladkosti ρ v vseh vozli²£ih △. To
bi lahko ²e posplo²ili in denirali pripadajo£o stopnjo gladkosti za vsako posamezno
to£ko.
4.2.2 Pogoji gladkosti na robovih
V izreku 3.10.1 smo denirali pogoje za Cr gladek stik dveh polinomov, deniranih
na sosednjih trikotnikih. Pogoji so izraºeni z B-koecienti omenjenih polinomov. Za
laºje ra£unanje bomo to denirali ²e v sorodni obliki s pomo£jo funkcionalov.
Naj bosta T = ⟨v1, v2, v3⟩ in T ′ = ⟨v4, v3, v2⟩ trikotnika v △ s skupno povezavo
e = ⟨v2, v3⟩. Fiksiramo n in j, kjer velja 0 ≤ n ≤ j ≤ d. Potem za vsak zlepek
s ∈ S0d(△) deniramo
τnj,es = cn,d−j,j−n −
∑
α+β+γ=n
c′α,j−n+β,d−j+γB
′n
αβγ(v1), (4.2.1)
kjer so {cijk}i+j+k=d in {c′ijk}i+j+k=d B-koecienti s|T in s|T ′ , B′nαβγ pa so Bernstei-
novi bazni polinomi stopnje n trikotnika T ′. Denirani τnj,e imenujemo funkcional
gladkosti stopnje n in ozna£imo ξTn,d−j,j−n kot vrh τ
n
j,e.
Denicija 4.2.2. Za neko mnoºico T funkcionalov, povezanih z orientiranimi po-
vezavami △, deniramo prostor gladkih zlepkov kot
STd (△) = {∀s ∈ S0d(△),∀τ ∈ T : τs = 0}.
Ko opisujemo prostor zlepkov z mnoºico T , je dobro imeti v mislih, da se lahko
pogoji gladkosti na razli£nih povezavah triangulacije prekrivajo.
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4.2.3 Pogoji gladkosti v vozli²£ih
Po izreku 3.10.1 je zlepek v STd (△) Cr gladek na povezavi e, £e T vsebuje vse
linearne funkcionale {τnj,e}dj=n, kjer je n = 1, . . . , r. V naslednji lemi bomo pokazali,
da lahko s funkcionali, ki smo jih denirali z ena£bo (4.2.1), zapi²emo tudi gladkost
v vozli²£u. S tem bomo lahko opisali prostor superzlepkov v obliki STd (△), kjer
moramo izbrati primeren T .
Lema 4.2.3. Naj bo s ∈ S0d(△). Imamo vozli²£e v triangulacije △ in notranje
povezave e1, . . . , em triangulacije △, ki se dotikajo v. Prav tako naj velja
τnj,eis = 0, n ≤ j ≤ ρ ∧ 1 ≤ n ≤ ρ (4.2.2)
za vse i = 1, . . . ,m. Potem je s ∈ Cρ(v).
Dokaz. Za nek s ∈ S0d(△) si lahko predstavljamo B-koeciente domenskih to£k, ki
leºijo v disku Dρ(v), kot koeciente zlepka g ∈ S0ρ(△′) (glej sliko 4.2), kjer smo
novonastalo triangulacijo △′ zgradili s kr£enjem trikotnikov, ki vsebujejo v, na disk
Dρ(v). e g zado²£a pogojem (4.2.2), so vsi njegovi koecienti dolo£eni ºe samo s
koecienti enega od trikotnikov v △′. Zlepek tako lahko zapi²emo kot polinom in
velja, da je g ∈ Cρ(v). Ker nam je g uspelo zreducirati na polinom, velja, da je
s ∈ Cρ(v).
Pokazali bomo ²e naslednjo lemo, ki nam bo pomagala pri interpolaciji.
Lema 4.2.4. Naj bo s ∈ S0d(△)∩Cρ za neko vozli²£e v in naj bodo T1, . . . , Tm triko-
tniki triangulacije △, katerim je v skupna to£ka. Potem lahko nastavimo koeciente
s nad domenskimi to£kami v Dρ(v)∩T1 na poljubne vrednosti in velja, da bomo lahko
enoli£no izra£unali ostale koeciente iz pogojev gladkosti.
Dokaz. Podobno kot smo se lotili dokaza v prej²nji metodi, ponovno predpostavimo,
da lahko gledamo na koeciente zlepka s v domenskih to£kah diska Dρ(v) kot na
polinom g stopnje d. Poljubno nastavimo koeciente domenskih to£k v Dρ(v) ∩ T1.
Po izreku 3.9.9 lahko iz vrednosti koecientov v disku izra£unamo mnoºico odvodov
{Dmu Dnv s(v)}m+n≤o, kjer sta u in v izbrani smeri. Ker izrek velja tudi v obratni
smeri, nam to omogo£i izra£un koecientov ostalih trikotnikov s pomo£jo izra£unanih
odvodov.
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Slika 4.2: Primer, kako si lahko, za nek s ∈ S0d(△), predstavljamo domenske to£ke
v disku Dρ(v) kot koeciente zlepka g ∈ S0ρ(△′) za d = 3 in ρ = 2. Pobarvano
obmo£je ozna£uje triangulacijo △′.
4.3 Dimenzija zlepka
V tem razdelku bomo na kratko predstavili nekaj lastnosti dimenzij deniranih pro-
storov zlepkov. V prvem delu se bomo osredoto£ili na S0d(△), nato pa pogledali
problem izra£una dimenzije za splo²en zlepek Srd(△), r > 0.
4.3.1 Dimenzija in baza S0d(△)
Vsak element linearnega prostora S0d(△) lahko poveºemo z mnoºico {cξ}ξ∈Dd,△ , kjer
ima vsak s ∈ S0d(△) pripadajo£o enoli£no mnoºico koecientov in obratno. Iz tega
sledi, da je dimenzija prostora S0d(△) enaka kar mo£i mnoºice Dd,△. S preprostim
²tetjem elementov dobimo naslednji izrek.
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Izrek 4.3.1. Za poljubno triangulacijo △ velja
dim(S0d(△)) = |Dd,△| = V + (d− 1)E +
(
d− 1
2
)
T,
kjer z V , E in T ozna£imo ²tevila vozli²£, povezav in trikotnikov v △.
4.3.2 Problem dimenzije
Vidimo, da je izra£un dimenzije S0d(△), za poljubno vrednost d ∈ N, precej trivialen.
Ko pa ºelimo dimenzijo izra£unati za Srd(△), r > 0, pa se izkaºe, da gre za zelo teºek
problem.
Obstaja kar nekaj delnih re²itev problema. eprav imamo zelo dobre spodnje
meje in relativno dobre zgornje meje dimenzij prostorov zlepkov poljubne stopnje in
gladkosti na regularnih triangulacijah, obstaja veliko prostorov, kjer nimamo to£ne
formule za izra£un.
Veliko laºje se lotimo problema, £e omejimo tip triangulacije, nad katerim je
zlepek deniran. Na primer, s takimi omejitvami dobimo splo²no formulo za izra£un
dimenzije zlepka nad pahlja£o [5]. V splo²nem tudi velja, ve£ja je razlika med stopnjo
gladkosti in stopnjo zlepka, d≫ r, laºje je izra£unati dimenzijo oziroma bolj²e meje
zanjo.
V praksi se tako omejimo na speci£en zlepek in celo prilagodimo/razbijemo
triangulacijo, na kateri je deniran, da lahko zagotovimo stabilno bazo in primerno
dolo£itveno mnoºico. Ve£ o dolo£itvenih mnoºicah in kako so povezane z dimenzijo
zlepka, si bomo pogledali v naslednjih razdelkih.
4.4 Minimalna dolo£itvena mnoºica
Vemo, da je vsak zlepek s ∈ S0d(△) enoli£no dolo£en s pripadajo£imi B-koecienti
{cξ}ξ∈Dd,△ . Predpostavimo, da je S = STd (△) linearni podprostor prostora S0d(△),
ki ga dobimo tako, da osnovnemu prostoru dodamo mnoºico pogojev gladkosti T na
povezavah triangulacije △. Da je nek zlepek s ∈ S0d(△) lahko tudi element S, mora
njegova pripadajo£a mnoºica B-koecientov zadovoljiti vse pogoje v T . To pomeni,
da ne moremo poljubno izbrati vseh koecientov zlepka s, ampak lahko izberemo le
neko podmnoºico, ki bo vklju£no s pogoji gladkosti T ksirala tudi ostale vrednosti.
V tem razdelku si bomo pogledali nekaj lastnosti mnoºic koecientov, ki jih lahko
poljubno izberemo pod temi pogoji.
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Denicija 4.4.1. Naj bo Γ ⊆ Dd,△ tak, da £e velja s ∈ S in cξ = 0 za vse ξ ∈ Γ, po-
tem sledi s = 0. V tem primeru imenujemo Γ dolo£itvena mnoºica za S. e jeM
dolo£itvena mnoºica za prostor zlepkov S in ima najmanj²o mo£ med vsemi dolo£i-
tvenimi mnoºicami za S, potem imenujemoM minimalna dolo£itvena mnoºica
za S.
Iz denicije sledi, da je za vsak prostor S ⊆ S0d(△) mnoºica domenskih to£k
Dd,△ tudi dolo£itvena mnoºica tega prostora. e pa dodamo prostoru S vsaj en
pogoj gladkosti, bo njegova minimalna dolo£itvena mnoºica imela manj²o mo£ kot
Dd,△. V splo²nem lahko pri£akujemo ve£ minimalnih dolo£itvenih mnoºic za nek
prostor zlepkov S.
Izrek 4.4.2. Naj bo S m-razseºni linearni podprostor od S0d(△) in je Γ dolo£itvena
mnoºica tega prostora. Petem velja m ≤ |Γ|. Poleg tega, £e obstaja dolo£itvena
mnoºica M za prostor S, za katero velja |M| = m, potem je to tudi minimalna
dolo£itvena mnoºica.
Dokaz. Za vsak ξ ∈ Dd,△ naj bo γξ linearni funkcional deniran na S0d(△), tako da
je γξs enak B-koecientu nad domensko to£ko ξ od zlepka s. Naj bo B1, . . . , Bm
baza prostora S. Predpostavimo sedaj, da je Γ dolo£itvena mnoºica od S in prav
tako velja |Γ| < m. Iz na²e denicije baze sledi, da lahko poljubni zlepek s zapi²emo
kot
s =
m∑
i=1
biBi,
kjer so bi skalarne vrednosti, ki nam dolo£ajo zlepek v tej bazi. S tem lahko zapi²emo
sistem ena£b
γξs =
m∑
i=1
biγξBi = 0, ξ ∈ Γ,
za katerega, po na²i predpostavki, da je Γ dolo£itvena mnoºica, obstaja vsaj ena
netrivialna re²itev. To je nekonsistentno z linearno neodvisnostjo baze B1, . . . , Bm,
kar pomeni, da velja m ≤ |Γ| za vsako dolo£itveno mnoºico Γ. Posledica tega je
tudi, da £e obstaja dolo£itvena mnoºicaM za prostor S, za katero velja |M| = m,
potem je to tudi minimalna dolo£itvena mnoºica.
V splo²nem je precej netrivialno skonstruirati minimalne dolo£itvene mnoºice.
Ponavadi ne poznamo dimenzije prostora S in tako ne vemo niti, koliko to£k moramo
umestiti v iskano minimalno dolo£itveno mnoºico.
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Denicija 4.4.3. Naj bo M dolo£itvena mnoºica za prostor zlepkov S ⊆ S0d(△).
Imenujemo jo konsistentna dolo£itvena mnoºica pod pogojem, da £e ksiramo
koeciente {cξ}ξ∈M zlepka s ∈ S, potem so vsi koecienti s dolo£eni in zado²£ajo
vsem pogojem gladkosti.
Naslednji izrek, kjer uporabimo novo denicijo, bo pomembno orodje za kon-
strukcijo minimalnih dolo£itvenih mnoºic.
Izrek 4.4.4. Naj bo M konsistentna dolo£itvena mnoºica za prostor zlepkov S ⊆
S0d(△). Potem jeM tudi minimalna.
Dokaz. Ker jeM konsistentna, lahko za vsak ξ ∈ M skonstruiramo zlepek sξ ∈ S,
kjer je cξ = 1 in cη = 0 za vse η ∈ M \ {ξ}. Zlepek sξ ima lahko druge neni£elne
koeciente, ampak ²e vedno zadovoljuje vse pogoje gladkosti. Naj bo sedaj {γξ}ξ∈M
mnoºica linearnih funkcionalov, kjer velja γξs = cξ. Z uporabo teh funkcionalov
vidimo, da so zlepki {sξ}ξ∈M linearno neodvisni, torej velja m = dimS ≥ |M|. Ker
jeM dolo£itvena mnoºica, iz izreka 4.4.2 sledi, da je m = |M|. S tem nam potrdi,
da jeM minimalna dolo£itvena mnoºica.
V zgornjem dokazu izreka smo videli, kako konstruirati preprosto bazo za pro-
stor S, kadar imamo njegovo konsistentno minimalno dolo£itveno mnoºico.
Za neko minimalno dolo£itveno mnoºicoM prostora S ksiramo vrednosti ko-
ecientov {cξ}ξ∈M. Potem za vsak η ∈ Dd,△ \M lahko izra£unamo koecient cη iz
ºe znanih koecientov in pogojev gladkosti.
Denicija 4.4.5. e bi sprememba koecienta cξ, kjer ξ ∈M, vplivala na koecient
cη, potem re£emo, da je cη odvisen od cξ.
Denirajmo sedaj mnoºico
Γη = {ξ ∈M : cη je odvisen od cξ}.
Denicija 4.4.6. Naj bo M minimalna dolo£itvena mnoºica za prostor zlepkov
S ⊆ S0d(△). Pravimo, da jeM lokalna, £e obstaja celo ²tevilo l neodvisno od △,
da velja
Γη ⊆ starl(Tη), ∀η ∈ Dd,△ \M,
kjer je Tη trikotnik, ki vsebuje η.
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4.5 Vozli²£na minimalna dolo£itvena mnoºica
Preden podamo denicijo makro elementov, bomo potrebovali ²e malo druga£no
parametrizacijo prostorov zlepkov S ⊆ S0d(△). Do sedaj smo to po£eli z Bernstein-
Bézier obliko, torej z B-koecienti. Za nadaljnjo uporabo bomo prostore parametri-
zirali ²e s tako imenovanimi vozli²£nimi parametri. Pred denicijo bomo pogledali
²e linearni funkcional oblike
λ = εt
∑
α+β=m
aα,βD
α
xD
β
y ,
kjer je εt vrednost zlepka v to£ki t. To£ki t pravimo nosilec λ.
Denicija 4.5.1. Naj bo N = {λi}ni=1 mnoºica linearnih funkcionalov. Mnoºico N
imenujemo vozli²£na dolo£itvena mnoºica za prostor S, £e iz pogoja λs = 0,
za vse λ ∈ N , sledi s = 0. N imenujemo vozli²£na minimalna dolo£itvena
mnoºica za prostor S, £e ni nobene vozli²£ne dolo£itvene mnoºice z manj elementi.
Podobno kot v izreku 4.4.2, lahko tudi za vozli²£no mnoºico N za S pokaºemo,
da je minimalna, £e in samo £e velja |N | = dimS. V tem primeru lahko poljubno
nastavimo vrednosti {λs}λ∈N in bodo vsi koecienti s enoli£no in konsistentno do-
lo£eni.
Denicija 4.5.2. Naj bo N vozli²£na minimalna dolo£itvena mnoºica za linearni
prostor zlepkov S ⊆ S0d(△). Pravimo, da je mnoºica N lokalna vozli²£na mini-
malna dolo£itvena mnoºica, £e obstaja neko celo ²tevilo l, da za vsak s ∈ S,
T ∈ △ in ξ ∈ DT lahko izra£unamo koeciente cξ od s iz vozli²£nih to£k v
ΩT = starl(T ).
4.6 Makro elementi
Kot smo opozorili v razdelku 4.3.2, je izra£un dimenzije (in posledi£no minimalne
dolo£itvene mnoºice) teºek problem. Najve£ pozornosti je na tem podro£ju dobil
prostor S13 . Gre za zelo prakti£no uporaben primer, ki nam obenem omogo£a kom-
pleksno kontrolo, preprosto implementacijo in C1 gladkost. Kljub temu ni znana
splo²na ena£ba za izra£un njegove dimenzije. Obstaja kandidat, ampak nimamo
dokaza, ki bi nam garantiral pravilnost za vse primere [5]. Zaradi teh teºav se je
razvil malo druga£en pristop k interpolaciji. Osnovno triangulacijo lahko razbijemo,
opisano v razdelku 2.4, kar nam poljubno triangulacijo pretvori v bolj predvidljivo
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strukturo, za katero to£no poznamo dolo£itveno mnoºico. Na tem postopku je osno-
vana teorija makro elementov, ki jih bomo denirali v tem poglavju in uporabili za
bazo kon£nega algoritma.
V nadaljevanju se bomo tako omejili na zlepke, denirane na triangulaciji△R, ki
jo dobimo z uporabo procesa razdelitve na podani triangulaciji△. Najve£ pozornosti
bomo posvetili Clough-Tocherjevi razdelitvi trikotnika, ki jo uporabimo na vsakem
trikotniku triangulacije in tako izbolj²amo pogoje izgradnje zlepka.
Naj bo N vozli²£na minimalna dolo£itvena mnoºica za prostor zlepkov S ⊆
S0d(△R). Za vsak trikotnik T ∈ △ deniramo
NT = {λ ∈ N : nosilec λ je v trikotniku T}.
Denicija 4.6.1. Vektorski prostor S imenujemo prostor makro elementov, £e
obstaja taka vozli²£na minimalna dolo£itvena mnoºica N za S, da za vsak trikotnik
T ∈ △ lahko dolo£imo s|T iz vrednosti {λs}λ∈NT .
Konstrukcija prostorov makro elementov je netrivialna in glede na tip razdelitve
smo ponavadi primorani uporabljati superzlepke. Naslednji izrek nam pove zakaj.
Izrek 4.6.2. Naj bo T = ⟨v1, v2, v3⟩ trikotnik in TR taka izbolj²ava, da dobimo n ≥ 0
notranjih povezav povezanih v vozli²£u v1. Naj bo s zlepek stopnje d in gladkosti r
deniran na TR. Potem so lahko odvodi s do reda r na povezavah e = ⟨v1, v2⟩ in
e′ = ⟨v1, v3⟩ podani neodvisno, samo £e zahtevamo s ∈ Cρ(v1), kjer je
ρ ≥
⌈(n+ 2)r − n
n+ 1
⌉
.
Dokaz. Poglejmo si koeciente zlepka s na domenskih to£kah v kolobarju Rρ+1(v1).
Imamo (n + 1)(ρ + 1) takih koecientov. Odvodi do reda r na povezavi e nam
denirajo r + 1 koecientov zlepka s na domenskih to£kah v Rρ+1(v1), ki so od e
oddaljene kve£jemu r. Podobno nam odvodi do reda r na povezavi e′ denirajo
r+1 koecientov s na domenskih to£kah v Rρ+1(v1), ki so od e′ oddaljene kve£jemu
r. Zaradi neodvisnosti odvodov reda r na povezavah e in e′, mora vsaka notranja
povezava imeti ²e vsaj r prostih koecientov na Rρ+1(v1). Iz trditev dobimo pogoj
(n+1)(ρ+1)+ 1− 2(r+1) ≥ nr, iz katerega lahko izrazimo omejitev v izreku.
4.7 Zlepki Bézierovih krp
Podobno, kot smo iz denicije polinoma skonstruirali zlepek polinomov, bomo iz
denicije krpe skonstruirali denicijo zlepka krp.
4.8. IMPLEMENTACIJA 57
Denicija 4.7.1. Imamo zlepek polinomov s deniran nad triangulacijo △. Naj bo
Gs = {(x, y, s(x, y)) : (x, y) ∈ △}
graf zlepka. Mnoºica to£k Gs je ploskev v R3, ki jo imenujemo zlepek trikotnih
Bézierovih krp.
Vidimo, da £e zoºimo zlepek s na trikotnik T ∈ △, dobimo polinom dveh
spremenljivk. Z denicijo Bézierove krpe 3.6.1 bi lahko zlepek krp denirali tudi kot
Gs =
⋃
T∈△
GpT ,
kjer je pT polinom, ki ga dobimo pri zoºitvi zlepka s na trikotnik T .
Na enak na£in lahko posplo²imo tudi kontrolne strukture Bézierove krpe. Kon-
trolne to£ke, kontrolno mreºo in kontrolno ploskev zlepka deniramo kot unijo kon-
trolnih to£k, kontrolnih mreº in kontrolnih ploskev, ki so deli zlepka. Primer vidimo
na slikah 4.3.
4.8 Implementacija
Zlepek krp nad triangulacijo lahko implementiramo kot seznam krp, kjer je vsaka
krpa denirana na pripadajo£em trikotniku triangulacije. Za implementacijo trian-
gulacije vzamemo strukture, denirane v razdelku 2.3.1. Tudi za krpe uporabimo ºe
opisane strukture iz razdelka 3.11, kjer pa za denicijski trikotnik krpe uporabimo
kar referenco na trikotnik triangulacije. S tem dobimo strukturo, ki ima lastno-
sti obeh uporabljenih podstruktur, kar nam omogo£i uporabo vseh ºe deniranih
funkcij.
4.8.1 Izris
Izrisa zlepka krp se lotimo podobno kot izrisa posamezne krpe v 3.11.1. Postopek
ponovimo za vsako krpo v zlepku posebej in to na koncu izri²emo. Tudi kontrola na-
tan£nosti aproksimacije se ne spremeni. Primer izrisa krpe pri razli£nih parametrih
vidimo na sliki 4.4.
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Slika 4.3: Levo zgoraj je prikazan zlepek krp, kjer so z modro ozna£ene meje
med posameznimi krpami. Desno zgoraj vidimo zlepek s pripadajo£imi kontrolnimi
to£kami, spodaj pa je poleg to£k izrisana ²e kontrolna mreºa.
Slika 4.4: Izris zlepka krp pri razli£nih vrednosti parametra n. Po vrsti, od leve
proti desni, so vrednosti n enake 6, 36, 120 in 820.
Poglavje 5
Prostori makro elementov
Kot omenjeno v uvodu, je cilj dela opisati metodo, ki bazira na obstoje£em prostoru
makro elementov. Cilj je posplo²itev vhodne strukture triangulacije, ki jo ºelimo
podati v treh dimenzijah. Seveda to vpliva tudi na metodologijo in operacije ra-
£unanja, vendar moramo ²e vedno ohraniti vse lastnosti makro elementa, kar nam
zagotavlja ºeleno gladkost ploskve. V tem delu se bomo omejili na C1 Clough-
Tocherjev prostor makro elementov, ki ga bomo opisali v tem razdelku. Glede izbire
prostora ni nobenih omejitev, podobno posplo²itev bi lahko naredili na kateremkoli
od ostalih prostorov makro elementov.
5.1 C1 Clough-Tocherjev prostor makro elementov
Za potrebe interpolacije si bomo pogledali enega od prostorov makro elementov.
Izbran je bil zaradi me²anice pozitivnih lastnosti (hitrost, preprostost, stabilnost),
ki jih lahko posplo²imo na algoritem v prostoru.
Za neko triangulacijo △ domene Ω naj bo △CT Clough-Tocherjeva razdelitev
△ (glej denicijo v razdelku 2.4.1). Trikotnike T ∈ △ bomo imenovali tudi makro
trikotniki in trikotnike T ∈ △CT mikro trikotniki.
Za vsak v ∈ V naj bo Tv trikotnik iz △CT z ogli²£em v in naj bo Mv =
D1(v) ∩ Tv. Podobno deniramo, da za vsak e ∈ △ naj bo Te trikotnik iz △CT s
povezavo e in naj boMe = {ξTe111}.
Izrek 5.1.1. Velja dimS13 (△CT ) = 3V +R in
M =
⋃
v∈V
Mv ∪
⋃
e∈E
Me
je lokalna minimalna dolo£itvena mnoºica.
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Dokaz. Pri dokazu, da je M minimalna dolo£itvena mnoºica za S13 (△CT ), bomo
uporabili izrek 4.4.4. Pokazati moramo, da lahko koeciente {cξ}ξ∈M zlepka s ∈
S13 (△CT ) nastavimo na poljubne vednosti in s tem konsistentno dolo£imo vse ostale
koeciente tega zlepka. Najprej za vsak v ∈ V nastavimo koeciente pri domenskih
to£kah vMv. Zaradi pogoja C1 gladkosti v vozli²£u v, so po lemi 4.2.4 konsistentno
dolo£eni tudi koecienti v D1(v). S tem smo dolo£ili vse koeciente {cξ}ξ∈D, kjer je
D =
⋃
v∈V D1(v). Ker se diski D1(v) ne prekrivajo, lahko sklepamo, da smo s tem
zadovoljili vse pogoje gladkosti, ki delujejo na teh koecientih.
Za vsako povezavo e ∈ △ izberemo sedaj cTe111. e je e = ⟨v2, v3⟩ notranja
povezava △, ki si jo delita dva trikotnika Te = ⟨v1, v2, v3⟩ in T ′e = ⟨v4, v3, v2⟩, potem
lahko uporabimo C1 gladkost na povezavi e, da dolo£imo koecient cT
′
e
111.
Za nek makro-trikotnik T = ⟨v1, v2, v3⟩ v△ ozna£imo koeciente s|T , kot vidimo
na sliki 5.1. Do sedaj smo {c1, c2, c3} dolo£ili s podanimi to£kami, {t12, t12, t21, t22, t31,
Slika 5.1: Oznake koecientov v Clough-Tocher makro trikotniku T ∈ △.
t32, i11, i21, i31} so dolo£eni s C1 pogoji v okoli vozli²£, {m1,m2,m3} pa nam dolo£a
gladkost na povezavah. Z uporabo C1 gladkosti na notranjih povezavah izra£unamo
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²e
i12 = (i11 +m2 +m3)/3, (5.1.1)
i22 = (i21 +m3 +m1)/3, (5.1.2)
i32 = (i31 +m1 +m2)/3, (5.1.3)
k = (i12 + i22 + i32)/3. (5.1.4)
Vidimo, da smo s tem zadovoljili ²e vse pogoje C1 gladkosti na notranjih povezavah
ei, ki smo jih ustvarili pri Clough-Tocherjevi razdelitvi trikotnika T .
Med nastavljanjem koecientov izMe ne moremo dobiti nekonsistentnih zlep-
kov, kljub temu, da sta koecienta v dveh takih mnoºicah lahko povezana s pogojem
gladkosti preko notranjih povezav razdelitve. Pokazali smo, da £e nastavimo koeci-
ente zlepka s pri domenskih to£kah iz mnoºiceM, so s tem konsistentno dolo£eni vsi
koecienti zlepka s. Iz izreka 4.4.4 sledi, da jeM minimalna dolo£itvena mnoºica.
Izrek 4.4.2 pa nam pove, da je dimenzija prostora S13 (△) enaka mo£i mnoºice M,
kar je 3V + E.
Potrditi moramo le ²e lokalnost minimalno dolo£ljive mnoºiceM. Imamo η /∈
M, ki leºi v Tη. e je η ∈ D1(v) za neko vozli²£e v, potem je mnoºica Γη, denirana
v 4.4.6, kar enaka Mv, ki je vsebovana v star(v) ⊂ star(Tη). Za vsako povezavo
e = ⟨a, b⟩ iz △ denirajmo E1(e) = {η : dist(η, e) ≤ 1, η /∈ D1(a) ∪ D1(b)}. e
je sedaj η ∈ E1(e), sledi, da je cη odvisen od koecientov {cξ}ξ∈Ma∪Mb∪Me , torej
Γη ⊂ star(Tη). Na koncu imamo ²e primer, ko η leºi v makro-trikotniku Tη =
⟨v1, v2, v3⟩ in obenem ni v eni od zgoraj omenjenih mnoºic. V tem primeru imamo
Γη =Mv1 ∪Mv2 ∪Mv3 ∪Me1 ∪Me1 ∪Me1 ⊂ star(Tη). Dokazali smo, da je M
lokalna minimalna dolo£itvena mnoºica.
Sedaj si poglejmo ²e vozli²£no minimalno dolo£itveno mnoºico za S13 (△CT ).
Za vsako povezavo e = ⟨v1, v2⟩ triangulacije △ ozna£imo njeno sredinsko to£ko z
ηe = (v1+ v2)/2 in deniramo Due kot smerni odvod z enotskim smernim vektorjem
ue, ki ga dobimo z rotacijo e za devetdeset stopinj v pozitivni smeri. Z εt ozna£imo
izra£un v to£ki t.
Izrek 5.1.2. Mnoºica
N =
⋃
v∈V
Nv ∪
⋃
e∈E
Ne
je vozli²£na minimalna dolo£itvena mnoºica za S13 (△CT ), kjer je
Nv = {εvDαxDβy }0≤α+β≤1
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in
Ne = {εηeDue}.
Dokaz. Mo£ mnoºice N je 3V + E, kar je po izreku 5.1.1 tudi dimenzija prostora
S13 (△CT ). Za dokaz, da je N vozli²£na minimalna dolo£itvena mnoºica, je torej
dovolj, da pokaºemo, £e je zlepek s ∈ S13 (△CT ), potem podatki {λs}λ∈N dolo£ijo vse
njegove koeciente. Naj bo T trikotnik iz△ in (xc, yc) njegovo teºi²£e. e koeciente
ozna£imo kot na sliki 5.1 in uporabimo odvode zlepka s v njegovih ogli²£ih, dobimo
c1 = s(v1),
c2 = s(v2),
c3 = s(v3),
t12 = [(x2 − x1)sx(v1) + (y2 − y1)sy(v1)] /3 + s(v1),
i11 = [(xc − x1)sx(v1) + (yc − y1)sy(v1)] /3 + s(v1),
t13 = [(x3 − x1)sx(v1) + (y3 − y1)sy(v1)] /3 + s(v1),
t23 = [(x3 − x2)sx(v2) + (y3 − y2)sy(v2)] /3 + s(v2),
i21 = [(xc − x2)sx(v2) + (yc − y2)sy(v2)] /3 + s(v2),
t21 = [(x1 − x2)sx(v2) + (y1 − y2)sy(v2)] /3 + s(v2),
t31 = [(x1 − x3)sx(v3) + (y1 − y3)sy(v3)] /3 + s(v3),
i31 = [(xc − x3)sx(v3) + (yc − y3)sy(v3)] /3 + s(v3),
t32 = [(x2 − x3)sx(v3) + (y2 − y3)sy(v3)] /3 + s(v3),
kjer smo s sx in sy ozna£ili odvod zlepka s po x in y koordinati.
Sedaj uporabimo lemo 3.9.11 za izra£un m3. Za povezavo e = ⟨v1, v2⟩ naj bodo
(a1, a2, a3) smerne koordinate vektorja ue. Potem lahko koecient izra£unamo z
ena£bo
Dus(ηe) =
3!
2!
2∑
j=0
c
(1)
2−j,j,0(ue)B
2
2−j,j,0(ηe)
= 3
[
c
(1)
200(ue)B
2
200(ηe) + c
(1)
110(ue)B
2
110(ηe) + c
(1)
020(ue)B
2
020(ηe)
]
=
3
4
(a1c300 + a2c210 + a3c201) +
6
4
(a1c210 + a2c120 + a3c111)
+
3
4
(a1c120 + a2c030 + a3c021),
ki je le ena izmed vrstic matrike, uporabljene v omenjeni lemi.
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Zamenjamo poimenovanje in vidimo, da lahko izrazimo koecient m3. Tako
dobimo
m3 =
4
6a3
Dues(ηe)−
1
2
(i11 + i21)−
a1
2a3
(c1 + 2t12 + t21)−
a2
2a3
(t12 + 2t21 + c2).
Podobni ena£bi lahko izpeljemo za m1 in m2. Koeciente i12, i22, i32, k lahko izra£u-
namo iz ena£b (5.1.1). S tem smo dolo£ili vse koeciente in zaklju£ili dokaz.
Za vsak trikotnik T v △, lahko s|T izra£unamo z uporabo to£k v T . Koeciente
s tako lahko izra£unamo lokalno, za vsak trikotnik posebej.

Poglavje 6
Interpolacija triangulacij v prostoru
V tem razdelku bomo predstavili posplo²itev teorije C1 Clough-Tocherjevega pro-
stora makro elementov na triangulacije v prostoru. Prvi korak je zapis Bézierovih
krp v parametri£ni obliki, s £imer dobimo ve£ svobode pri interpolaciji. Potrebno je
tudi posplo²iti odvode v ogli²£ih in stikih trikotnikov, kar bomo naredili s pomo£jo
normal tangentnih ravnin. Te strukture nato uporabimo v prirejenem algoritmu,
ki interpolira triangulacijo v prostoru z zlepkom parametri£nih Bézierovih trikotnih
krp.
6.1 Parametri£ne krpe in zlepki
Potrebujemo obliko Bézierove krpe, ki jo lahko prosto umestimo kamorkoli v prostor
R3. V deniciji 3.6.1 vidimo, da smo omejeni v domenskem obmo£ju (3.5.2). Koor-
dinati kontrolnih to£k x in y sta tako dolo£eni ºe s samim trikotnikom T , na katerem
je denirana krpa. Edina prosta koordinata je z, ki predstavlja ravno B-koeciente,
ki nam posledi£no denirajo krpo.
Imamo trikotnik T = ⟨v1, v2, v3⟩, vi ∈ R3, nad katerim je denirana krpa. Za
vsako to£ko v = (x, y, z) ∈ R3 naj bodo b1, b2, b3 njene baricentri£ne koordinate glede
na T . Krpo bomo zapisali v parametri£ni obliki kot mnoºico to£k
Gf = {(fx(v), f y(v), f z(v)) | v ∈ T},
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kjer so funkcije f denirane kot
fx(v) =
∑
i+j+k=3
cxijkB
3
ijk(v),
f y(v) =
∑
i+j+k=3
cyijkB
3
ijk(v), (6.1.1)
f z(v) =
∑
i+j+k=3
czijkB
3
ijk(v).
To lahko kraj²e zapi²emo kot
f(v) =
∑
i+j+k=3
cijkB
3
ijk(v),
kjer velja cijk = (cxijk, c
y
ijk, c
z
ijk).
Vidimo, da je to bolj splo²en zapis denicije krpe, ki smo jo zapisali v raz-
delku 3.6, kjer dobimo prej²njo obliko, £e nastavimo, da je funkcija fx enaka x
koordinati to£ke v in funkcija f y enaka y koordinati to£ke v.
Denicijo zlepka krp posplo²imo identi£no, kot smo to storili za krpo. Ko krpe
v zlepku zapi²emo v parametri£ni obliki, se interpretacija struktur zlepka prilagodi
brez sprememb njihove sestave.
V parametri£ni obliki smo dobili kontrolo nad vsemi koordinatami kontrolnih
to£k, in ne samo zadnjo koordinato, kot je veljalo v prej²njih primerih. Kljub posplo-
²itvi denicije, ohranimo vse pomembne lastnosti krp in zlepkov, na primer ploskev
Gf leºi v konveksni ovojnici njenih kontrolnih to£k. Tudi algoritme in metode nad
krpami in zlepki posplo²imo na parametri£no obliko tako, da izvedemo poljuben
postopek na vsaki komponenti denirani v ena£bah (6.1.1).
Kot omenjeno, smo s parametrizacijo pridobili precej svobode pri konstrukciji
oblik, nekaj primerov lahko vidimo na slikah 6.1.
6.2 Odvodi v ogli²£ih in na povezavah triangulacije
V postopku konstrukcije zlepka v R2 potrebujemo odvod po x in y v vsakem vozli²£u
v triangulacije in smerni odvod v sredi²£u vsake povezave e v triangulaciji. Ko
operiramo v prostoru, nam to ne zado²£a.
Odvod v vozli²£ih triangulacije bomo nadomestili z ravnino, ki je tangentna
na kon£no ploskev. Ker ºe imamo to£ko, ki leºi na ravnini (vozli²£e je o£itno na
tangentni ravnini), lahko ravnino preprosto podamo samo s pripadajo£o normalo
Nv.
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Slika 6.1: Na slikah vidimo moºne oblike, ki jih lahko skonstruiramo s parametri£-
nimi krpami (leva slika) in njihovimi zlepki (desna slika).
Algoritmu lahko normale v vozli²£ih podamo, a v praksi ponavadi to ni mo-
go£e. V tem primeru normalo za vozli²£e v izra£unamo s pomo£jo star(v) =
{Tv,1, . . . , Tv,n}. Najprej izra£unamo {NTv,1 , . . . , NTv,n}, kar so normale trikotnikov v
zvezdi (za postopek glej razdelek 2.1). Tu moramo biti pazljivi, da ohranjamo orien-
tacijo zapisa trikotnikov, v nasprotnem primeru dobimo neuporabne rezultate. Na
primer, poi²£emo vse povezave e = ⟨v,_⟩ triangulacije, ki vsebujejo v, in jih ozna-
£imo z e1, . . . , em, kjer zaporedje sledi trikotnikom v pozitivni smeri (glej sliko 6.2).
Za izra£un normal nato uporabimo sosednje povezave ei mod m in e(i+1) mod m, kar
nam zagotovi konsistentno orientacijo trikotnikov pri ra£unanju. Z normalami tri-
kotnikov {NTv,i}i=1,...,n nato izra£unamo
Nv =
∑n
i=1NTv,i
||
∑n
i=1NTv,i||
,
kar je normala v vozli²£u v. Vidimo, da gre za preprosto povpre£je normal trikotni-
kov v star(v), z omejitvijo konsistentne orientacije pri ra£unanju. Primer vidimo na
sliki 6.3.
Podobno velja za odvode na povezavah triangulacije. e normala za povezavo
e = ⟨v1, v2⟩ ni podana, jo izra£unamo s pomo£jo normal Nv1 in Nv2 . Ena£ba je
Ne =
Nv1 +Nv2
||Nv1 +Nv2||
,
kjer gre ponovno za normalizirano povpre£je normal v vozli²£ih povezave.
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Slika 6.2: Oznake povezav okoli vozli²£a v, ki jih uporabimo za konsistentno ra£u-
nanje normal trikotnikov.
6.3 Algoritem
S parametri£no obliko krpe in normalami v vozli²£ih ter na povezavah triangulacije
imamo vse potrebno za konstrukcijo gladke krpe v prostoru. Lotimo se posplo²itve
gradnje Clough-Tocher makro elementa na triangulacijo v prostoru. Algoritem bo
baziral na ohranjanju geometrijskih povezav med kontrolnimi to£kami, kar nam bo
omogo£ilo zadovoljiti pogoje gladkosti.
Algoritem deluje na poljubni povr²inski triangulaciji v prostoru. Zaradi lokal-
nosti delovanja nimamo teºav z luknjami ali celo interpolacijo ve£ih nepovezanih
objektov.
e normale v vozli²£ih niso podane, bomo v prvem koraku algoritma izra£unali
normalo NT vsakega od trikotnikov T ∈ △ in jih uporabili za izra£un odvodov v
gladkih vozli²£ih v ∈ V (glej razdelek 6.2). Za vsako vozli²£e v ∈ V tako dobimo
vektorNv, kjer jeNv normala ravnine, ki je tangentna na ºeleno interpolirano ploskev
v vozli²£u v.
Za konstrukcijo bomo potrebovali tudi smerne odvode na povezavah triangu-
lacije. e normala Ne ravnine, ki je tangentna na to£ko v sredi²£u vsake povezave
e ∈ E , ni podana, jo izra£unamo (glej razdelek 6.2). Normalo bomo uporabili za
ohranitev gladkosti stika sosednjih trikotnikov.
Ozna£imo sedaj kontrolne to£ke krp deniranih nad trikotnikom T ∈ △, kot
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Slika 6.3: Izra£un normale Nv v vozli²£u v.
na sliki 6.4. Vsaka kontrolna to£ka je element v R3, saj gre za parametri£ne krpe
(glej razdelek 6.1). Kot vidimo v shemi, deniramo nad vsakim trikotnikom tri
parametri£ne Bézierove trikotne krpe. Potrebno je le izra£unati vse kontrolne to£ke,
s pogojem, da zadovoljimo C1 gladkost kon£nega zlepka krp.
Pri£nemo s kontrolnimi to£kami v vozli²£ih trikotnika T = ⟨v1, v2, v3⟩. Izra£un
je trivialen, saj so kar enake podanim to£kam triangulacije. Nastavimo torej
C1 = v1,
C2 = v2,
C3 = v3.
Naslednji tip to£k, ki jih izra£unamo so kontrolne to£ke na povezavah, T12, T13,
T21, T23, T31 in T32. To doseºemo s pravokotno projekcijo to£k {Ci+(Cj−Ci)/3, Ci+
(Ck−Ci)/3}ijk∈{123,231,312} na ravnino, ki je tangentna na kontrolno to£ko Ci (njena
normala je enaka podani NC1). S tem izra£unamo {Tij, Tik}ijk∈{123,231,312}. Primer
za ijk = 123 vidimo na sliki 6.5. Pravokotno projekcijo to£ke na ravnino naredimo
z uporabo vektorjev in sicer uporabimo ena£bo
u⃗ = v⃗ − v⃗ · n⃗
|n⃗|2
n⃗,
kjer je v⃗ vektor od to£ke na ravnini do to£ke, ki jo projiciramo, n⃗ normala ravnine in u⃗
vektor od uporabljene to£ke na ravnini do projicirane to£ke. Gra£ni pogled ena£be
vidimo na sliki 6.6. Za potrebe algoritma so vektorji v⃗ enaki {(Cj − Ci)/3, (Ck −
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Slika 6.4: Oznake koecientov v parametri£nem Clough-Tocher makro trikotniku
T ∈ △.
Ci)/3}ijk∈{123,231,312}, projicirane to£ke pa izra£unamo s pri²tetjem vektorja u⃗ so-
sednjemu vozli²£u. e upo²tevamo, da smo normale v vozli²£ih ºe normalizirali,
dobimo naslednje ena£be za izra£un kontrolnih to£k:
T12 = C1 + (C2 − C1)/3− ((C2 − C1)/3 ·NC1)NC1 ,
T13 = C1 + (C3 − C1)/3− ((C3 − C1)/3 ·NC1)NC1 ,
T21 = C2 + (C1 − C2)/3− ((C1 − C2)/3 ·NC2)NC2 ,
T23 = C2 + (C3 − C2)/3− ((C3 − C2)/3 ·NC2)NC2 ,
T31 = C3 + (C1 − C3)/3− ((C1 − C3)/3 ·NC3)NC3 ,
T32 = C3 + (C2 − C3)/3− ((C2 − C3)/3 ·NC3)NC3 .
Nadaljujmo s to£kami oblike Ii1, kjer i = 1, 2, 3. Tudi te to£ke leºijo na tan-
gentni ravnini skozi Ci, a ne bomo potrebovali projekcije za izra£un. Uporabimo ºe
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Slika 6.5: Izra£un kontrolnih to£k T12 in T13 s pomo£jo pravokotne projekcije na
ravnino, ki je tangentna na C1.
izra£unane kontrolne to£ke in izrazimo
I11 = (C1 + T12 + T13)/3,
I21 = (C2 + T23 + T21)/3,
I31 = (C3 + T31 + T32)/3.
S tem zagotovimo, da so vse kontrolne to£ke povezane z neko Ci koplanarne in
ohranjajo C1 gladkost krivulje.
Naslednji tip to£k so Mi, kjer i = 1, 2, 3. Z njimi moramo ohraniti gladkost
povezav med sosednjimi makro trikotniki. Zagotoviti je potrebno koplanarnost kon-
trolnih to£k na skupni povezavi trikotnikov T in T ′ ter to£k Mi in M ′i , ki sta kon-
trolni to£ki ob skupni povezavi. To lahko naredimo z uporabo normale ravnine
Nei za vsako od povezav ei. Ponovno bomo to storili s pomo£jo pravokotne pro-
jekcije domenskih to£k na ravnino, dolo£eno s kontrolnimi to£kami na povezavi, in
podano normalo povezave. Domenske to£ke so ((C1 + C2 + C3)/3 + C2 + C3)/3,
((C1+C2+C3)/3+C1+C3)/3 in ((C1+C2+C3)/3+C1+C2)/3, potrebujemo le ²e
ravnino. Za denicijo ravnine bomo potrebovali dva nekolinearna vektorja. Prvi je
deniran kot razlika Tij − Tji, kjer je ij = 12, 23, 31. Drugega dobimo kot vektorski
produkt prvega vektorja in normale za pripadajo£o povezavo ei. Dobili smo ravnino,
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Slika 6.6: Projekcija vektorja v⃗ na ravnino z normalo n⃗. Rezultat je vektor u⃗.
na katero projiciramo. Potrebujemo ²e njeno normalo, ki jo dobimo z vektorskim
produktom vektorjev, ki jo razpenjata. Gra£ni prikaz vidimo na sliki 6.7. Kon£ne
ena£be za izra£un kontrolnih to£k Mi, kjer je i = 1, 2, 3 so naslednje:
M1 = T23 + (d123 − T23)−
(d123 − T23) · n123
|n123|
n123,
M2 = T31 + (d231 − T31)−
(d231 − T31) · n231
|n231|
n231,
M3 = T12 + (d312 − T12)−
(d312 − T12) · n312
|n312|
n312,
kjer smo uporabili dijk = ((Ci+Cj+Ck)/3+Cj+Ck)/3 in nijk = ((Tkj−Tjk)×Nei)×
(Tkj − Tjk). Vidimo, da dijk predstavlja izra£un domenske to£ke za Mi s pomo£jo
kontrolnih to£k v ogli²£ih, nijk pa normalo ravnine, na katero projiciramo domensko
to£ko. Pri ra£unanju ohranjamo lokalnost algoritma, saj potrebujemo le to£ke v
trikotniku in podane normale vozli²£ ter povezav. Na£in ra£unanja ravnine, na
katero projiciramo, nam zagotavlja, da dobimo enak rezultat v sosednjih trikotnikih.
S tem smo naredili to£ki na obeh straneh povezave koplanarni s to£kami na povezavi,
kar nam ohrani gladkost ploskve.
Ostanejo nam ²e ²tiri kontrolne to£ke. Izra£un je enak kot v razdelku 5.1, kjer
dokazujemo minimalno vozli²£no mnoºico makro elementa. Ena£be v parametri£ni
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Slika 6.7: Pravokotna projekcija domenske to£ke ((C1 + C2 + C3)/3 + C1 + C2)/3
za izra£un M3, kjer ohranjamo gladkost na povezavi med trikotnikoma.
obliki so naslednje:
I12 = (I11 +M2 +M3)/3,
I22 = (I21 +M3 +M1)/3,
I32 = (I31 +M1 +M2)/3,
K = (I12 + I22 + I32)/3.
S koplanarnostjo kontrolnih to£k zagotovimo gladkost na vseh notranjih povezavah
in notranjem sti£i²£u. Izra£unali smo vse potrebne kontrolne to£ke.
Kon£ni algoritem za izra£un krpe denirane nad trikotnikom T je opisan v 6.1.
Kon£ni algoritem za izra£un celotnega zlepka uporabi zgornjo metodo za lokalno
interpolacijo krp nad trikotniki vhodne triangulacije in jih nato zdruºi v kon£no
ploskev. Algoritem je opisan v 6.2.
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Algoritem 6.1 Patch construction
Input: T = ⟨v1, v2, v3⟩ ◃ triangle
Input: NT ◃ triangle normal
Input: Nv1 , Nv2 , Nv3 ◃ normals at vertices
Input: Ne1 , Ne2 , Ne3 ◃ normals at edges
Output: p, q, r ◃ control points of constucted patches p, q and r
function constructPatchCT(T , NT , {Nv1 , Nv2 , Nv3}, {Ne1 , Ne2 , Ne3})
for ijk ∈ {123, 231, 312} do
Ci ⇐ vi
set Tij and Tik to lie in plane trough Ci with normal Nvi
Ii1 ⇐ (Ci + Tij + Tik)/3
end for
for ijk ∈ {123, 231, 312} do
set Mi to lie in plane trough Tjk and Tkj using normal Nei
Ii2 ⇐ (Mj +Mk + Ii1)/3
end for
K ⇐ (I02 + I12 + I22)/3
p⇐ {C1, T12, T21, C2, I11,M3, I21, I12, I22, K}
q ⇐ {C2, T23, T32, C3, I21,M1, I31, I22, I32, K}
r ⇐ {C3, T31, T13, C1, I31,M2, I11, I32, I12, K}
return p, q, r
end function
6.4 Implementacija
Najprej se bomo osredoto£ili na parametri£ne krpe. Kljub parametrizaciji se im-
plementacija spremeni minimalno. Namesto kontrolnih to£k, kjer sta prvi dve ko-
ordinati denirani z domensko to£ko koecienta, delamo s kontrolnimi to£kami, pri
katerih so vse koordinate koecienti polinoma v B-obliki. Zaradi ohranitve osnovne
strukture lahko vse implementirane funkcije nad Bézierovo krpo ostanejo enake.
Implementacija algoritma za konstrukcijo zlepka tesno sledi psevdokodi pred-
stavljeni v 6.1 in 6.2.
Kon£na implementacija struktur in algoritmov je narejena v programskem je-
ziku Python. Poleg metod in funkcij vklju£enih v samo jezikovno platformo, smo
uporabili ²e dve malo ve£ji knjiºnici, Numpy [7] in Mayavi [6].
Knjiºnica Numpy nam omogo£a delo z n-dimenzionalnimi matrikami, kar nam
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Algoritem 6.2 Triangulation interpolation
Input: △ = {T1, . . . , Tn} ◃ triangulation as a set of triangles
Input: NV = {Nv1 , . . . , Nvm} ◃ set of vertex normals
Input: NE = {Ne1 , . . . , Neo} ◃ set of edge normals
Output: s ◃ nal spline, given as a set of patches
function constructSplineCT(△, NV , NE)
s⇐ []
for T ∈ △ do
NT ⇐ calculateNormal(T )
Nv ⇐ getOrCalculateTriangleV ertexNormals(T,NV)
Ne ⇐ getOrCalculateTriangleEdgeNormals(T,NE)
p, q, r ⇐ interpolateTriangleCT (T,NT , Nv, Ne)
s.add(p, q, r)
end for
return s
end function
mo£no poenostavi implementacijo, saj lahko funkcije izvajamo paralelno na vektor-
jih. Z uporabo Numpy matrik in objektov se nam tudi pospe²i numeri£no ra£unanje,
saj je ve£ina knjiºnice implementirane v jezikih C/C++ ali Fortan.
Knjiºnica Mayavi pa je osredoto£ena v izris in animacijo 3D objektov. Omogo£a
nam delo z velikimi objekti, ki vsebujejo tudi po 1.000.000 vozli²£ in ploskev. Vse
slike krp in zlepkov v nalogi so narejene s pomo£jo te knjiºnice.
6.5 Lastnosti
Predstavljen algoritem ima pozitivne in negativne lastnosti. V tem razdelku si
bomo pogledali glavne zna£ilnosti iz obeh kategorij in jih obrazloºili/interpretirali
skozi primere.
Prva lastnost metode je interpolacija triangulacije s poljubno topologijo. Edina
omejitev za vhodno triangulacijo je, da se vsaka povezava triangulacije pojavi le v
enem ali dveh trikotnikih. To nam omogo£a delo s poljubno prostorsko ploskvijo.
Za primer si bomo pogledali konstrukcijo nad Möbiusovim trakom. Na slikah 6.8
vidimo vhodno triangulacijo, izra£unane normale in kon£no obliko konstruiranega
zlepka.
Druga pomembna lastnost je gladkost konstruiranega zlepka. Iz zvezne trian-
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Slika 6.8: Zgoraj vidimo triangulacijo Möbiusovega traku in isti objekt s pripada-
jo£imi normalami v vozli²£ih triangulacije. Spodaj je prikazan konstruiran zlepek
in njegove kontrolne to£ke.
gulacije algoritem konstruira C1 gladko ploskev, ki obenem ohranja ostrino povezav
med sosednjima trikotnikoma prvotne triangulacije. Za primer si poglejmo tetraeder,
torus in ikozaeder. Pri uporabi metode na tetraedru vidimo, da so ostre povezave
triangulacije vidne tudi v kon£ni strukturi. Primer je izrisan na slikah 6.9. Obenem
opazimo, da kontrolne to£ke ²e ustrezajo pogojem C1 gladkosti, £e je ta potrebna
za nadaljnjo uporabo. Pri torusu in ikozaedru, kjer so koti med trikotniki manj²i,
dobimo rezultate na slikah 6.10 (torus) in 6.11 (ikozaeder).
Naslednja lastnost, ki jo bomo pogledali je stabilnost metode. Kar se ti£e
numeri£nih izra£unov kontrolnih to£k in v splo²nem konstrukcije zlepka, je algoritem
zelo numeri£no stabilen. Ker delamo z baricentri£nimi koordinatami in uporabljamo
le paralelno projekcijo to£ke na ravnino, nikoli ne pridemo v situacijo, kjer bi bil
rezultat operacije nestabilen oziroma ob£utljiv na vhodne parametre. Glede izgleda
krpe, ki jo konstruiramo, pa veljajo malo druga£na pravila. Tukaj se zana²amo
na stabilnost vhodne triangulacije. Ko delamo z neugodnimi trikotniki (z izjemno
majhnim kotom v ogli²£u), dobimo zlepke, ki izgledajo nenaravni v okolici le-teh.
Prav tako je izra£un normal v ogli²£ih triangulacije zelo preprost in ne vklju£uje
parametrov, kot so ekstremno ostri koti, plo²£ina trikotnika in sosednost trikotnikov
z enako normalo, kar lahko privede do precej neintuitivnih rezultatov.
Za konec bi omenili ²e lastnosti implementacije. Kot je razvidno iz psevdokode,
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Slika 6.9: Uporaba metode na tetraedru. Zgoraj vidimo tetraeder in zlepek, ki je
zgrajen nad njim. Na spodnji sliki pa vidimo ²e zlepek s pripadajo£imi kontrolnimi
to£kami.
Slika 6.10: Uporaba metode na torusu. Slika prikazuje trinagulacijo torusa in
zlepek, ki je zgrajen nad njo.
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Slika 6.11: Uporaba metode na ikozaedru. Zgoraj vidimo ikozaeder in zlepek, ki
je zgrajen nad njim. Spodaj vidimo ²e zlepek s pripadajo£imi kontrolnimi to£kami.
je osnovna implementacija precej kratka in preprosta. Vemo tudi, da algoritem
deluje lokalno, zgradi vsak zlepek neodvisno od ostalih (predpostavljamo, da so
normale v ogli²£ih in na povezavah podane, oziroma izra£unane pred konstrukcijo).
S tem imamo tudi veliko moºnosti za paralelizacijo izra£unov, na nivoju konstrukcije
krpe in zlepka.
6.6 Uporaba
V tem razdelku bomo predstavili dva primera prakti£ne uporabe in komentirali rezul-
tate. Gre za konstrukcijo zlepkov na dveh ve£jih triangulacijah resni£nih objektov.
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Prvi objekt je skenirana gura zajca [9], katere triangulacijo sestavlja 35.947
vozli²£ in 69.451 trikotnikov. Nad tem objektom uporabimo algoritem in aproksimi-
ramo kon£ni zlepek z dodatnimi vozli²£i in trikotniki, ki jih uporabimo pri kon£nem
izrisu. Izbolj²ano triangulacijo sestavlja 11.459.415 vozli²£ in 16.876.593 trikotnikov.
Zlepek seveda lahko aproksimiramo poljubno natan£no, nam pa omenjena velikost
objekta pokaºe, kak²ne rezultate lahko pri£akujemo pri tem tipu vhodne triangula-
cije. Izris opisanih struktur vidimo na slikah 6.12.
Drugi objekt je triangulacija marne gore. Podanih imamo 40.582 diskretnih
to£k v prostoru, ki predstavljajo pozicijske meritve na povr²ju. To£ke so podane
v obliki mreºe, tako, da triangulacijo doseºemo preprosto s povezovanjem sose-
dnjih to£k. S tem dobimo strukturo, ki vsebuje 40.582 vozli²£ in 80.360 trikotnikov.
Po konstrukciji zlepka nad triangulacijo, ga aproksimiramo s 3.616.200 vozli²£i in
3.857.280 trikotniki. Izris opisanih struktur vidimo na slikah 6.13.
Algoritem se dobro obnese na realnih primerih, kjer doseºemo zelo naravno
zgladitev vhodnega objekta. To lahko uporabimo za izbolj²ave algoritmov, na primer
iskanje najkraj²e poti, ali pri izrisu/natisu objekta. Naivna implementacija brez
optimizacij in paralelizacije izvajanja potrebuje pribliºno 20 sekund za konstrukcijo
zlepka zajca in 25 sekund za marno goro.
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Slika 6.12: Na slikah vidimo originalno triangulacijo gure zajca in aproksimacijo
zlepka, ki smo ga zgradili nad njo.
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Slika 6.13: Na slikah vidimo originalno triangulacijo marne gore in aproksimacijo
zlepka, ki smo ga zgradili nad njo.

Poglavje 7
Zaklju£ek
V nalogi smo predstavili metodo, ki iz triangulacije v prostoru rekonstruira gladek
prostorski model povr²ine objekta. V prvem delu smo se osredoto£ili na teoreti£no
predstavitev Bézierovih krp, prostorov zlepkov in makro elementov. Teoreti£ni del
smo zaklju£ili s posplo²itvijo Clough-Tocherjevega prostora makro elementov na
parametri£ne krpe in prostorske triangulacije.
Drugi del smo posvetili implementaciji in analizi algoritma. Skozi primere smo
predstavili njegove glavne lastnosti in sicer zmoºnost interpolacije triangulacije s
poljubno topologijo, preprosto implementacijo, gladkost konstruiranega objekta in
numeri£no stabilnost. Zaklju£ili smo z uporabo algoritma na dveh ve£jih triangula-
cijah, kjer smo ocenili njegovo prakti£no uporabnost in primernost.
V nalogi smo se osredoto£ili na posplo²itev C1 Clough-Tocherjevega prostora
makro elementov. Podobno bi lahko naredili za katerega koli od prostorov makro
elementov in primerjali rezultate, kar bi lahko bila ena od moºnih poti raz²iritve dela.
Druga moºnost bi lahko bila pregled in £asovna optimizacija izvajanja algoritma in
uporabljenih podatkovnih struktur. Prav tako bi se lahko bolj podrobno osredoto£ili
na prakti£no uporabnost in pregled primerov, kjer dobimo najbolj²e rezultate.
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